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DAVID HILBERT ÜBER PARADOXIEN
REINHARD KAHLE
Zusammenfassung: In dieser Arbeit stellen wir Hilberts Diskussion der (mengen-
theoretishen) Paradoxien in seinen grundlagentheoretishen Vorlesungen vor. Dabei
stellt sih heraus, daÿ es die Paradoxien, insbesondere eine von ihm selbst entdekte,
waren, die sein Interesse an den Grundlagen der Mathematik begründeten.
Abstrat: In this paper we present Hilbert's disussion of the (set-theoreti) para-
doxes in his letures on foundational issues. It turns out that it were the paradoxes,
in partiular one found by himself, gave rise to his interest in the foundations of
mathematis.
Resumo: Neste artigo revemos a disussão dos paradoxos (da teoria de onjuntos)
apresentados por Hilbert nos seus ursos sobre os fundamentos de matemátia. Con-
luímos que os paradoxos, um em partiular enontrado pelo próprio Hilbert, deram
origem ao interesse dele nos fundamentos de matemátia.
Ein Widerspruh ist wie ein Bazillus, der alles vergiftet,
wie ein Funke im Pulverfass, der alles vernihtet.
David Hilbert, [Hil20, S. 16℄
Im Sommersemester 1905 hat David Hilbert (18621943) in Göttingen eine
Vorlesung unter dem Titel Logishe Prinipien des mathematishen Denkens
angeboten. Diese Vorlesung enthält, nah allem was wir wissen, die frühste
Darstellung der mengentheoretishen Paradoxien durh Hilbert vor einem ma-
thematishen Publikum. In diesem Artikel präsentieren wir zum ersten Mal die
bisher unveröentlihten Diskussionen der Paradoxien in Hilberts grundlagen-
thereoretishen Vorlesungen. Auh wenn er selbst keine Arbeit über Paradoxien
(oder über Mengenlehre im allgemeinen) veröentliht hat, zeigt sih, daÿ es die
Paradoxien waren  insbesondere eine von ihm selbst entdekte , die sein
Interesse an den Grundlagen der Mathematik begründeten. Und es ist wohl
niht übertrieben, anzunehmen, daÿ sih die mathematishe Grundlagenfor-
shung zu Beginn des 20. Jahrhunderts gerade deshalb zu einem bedeutenden
und fruhtbaren Zweig innerhalb der Mathematik entwikeln konnte, weil sih
mit Hilbert einer der führenden Mathematiker der Zeit damit beshäftigte.
Reeived Marh 16, 2006.
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Den Einuÿ Hilberts auf die Entwiklung der Grundlagenforshung lassen
äuÿerlih mindestens 4 Punkte erkennen:
(1) Sein Buh Grundlagen der Geometrie [Hil99℄, das insbesondere im Hin-
blik auf die axiomatishe Methode wegweisend war.
(2) Seine berühmte Liste von 23 mathematishen Problemen, vorgetragen
auf dem Internationalen Mathematikerkongreÿ 1900 in Paris [Hil00a℄,
auf der die ersten beiden Probleme  die Kontinuumshypothese und
die Konsistenz der Arithmetik  grundlagentheoretisher Natur sind.
(3) Die Einführung der Beweistheorie als autonomer Disziplin in der ma-
thematishen Logik und innerhalb dieser das Hilbertshe Programm zur
Lösung des Konsistenzproblems, welhes insbesondere in der Auseinan-
dersetzung mit Luitzen Brouwer (18811966) und HermannWeyl (1885
1955) um die Grundlagen der Analysis eine wihtige Rolle gespielt hat.
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(4) Das zusammen mit Wilhelm Akermann (18961962) herausgegebene
Buh Grundzüge der theoretishen Logik [HA28℄ sowie das zweibändige,
zusammen mit Paul Bernays (18881977) herausgegebene Werk Grund-
lagen der Mathematik [HB34, HB39℄, das für lange Zeit die Standardre-
ferenz in diesem Gebiet war.
Obwohl Hilbert selbst nur wenige tehnishe Beiträge zur Grundlagenfor-
shung geliefert hat (wenn man von der Aufstellung seiner geometrishen Axio-
me einmal absieht), lassen aber noh drei weitere Bereihe sein Interesse daran
erkennen:
(1) der wissenshaftlihen Austaush mit Kollegen, der uns zumindest teil-
weise in Briefen erhalten ist; hierbei sind an erster Stelle Georg Cantor
(18451918) und Gottlob Frege (18481925) als Diskussionspartner zu
nennen;
(2) seine Vorlesungen zu grundlagentheoretishen Themen, zu denen Vorle-
sungsausarbeitungen erhalten sind;
(3) die Liste seiner Mitarbeiter, Kollegen und Doktoranden, die sih mit
grundlagentheoretishen Themen beshäftigt haben.
Im folgenden werden wir die Quellen vorstellen, in denen sih Hilbert mit
Paradoxien auseinandergesetzt hat. Es geht uns dabei in erster Linie um die
mathematishe Bedeutung der Paradoxien in Hilberts Siht, sowie um deren
1
Siehe dazu Paul Bernays' Beitrag Hilberts Untersuhungen über die Grundlagen der Arithme-
tik im dritten Band der Gesammelten Abhandlungen Hilberts [Ber35℄, das auh Referenzen zu
Vorträgen Hilberts zu diesem Thema enthält.
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tehnishe Behandlung. Eine vollständig historish-philosophishe Einordnung
würde den Rahmen dieser Arbeit übersteigen; sie kann daher nur angedeutet
werden.
2
Die frühsten Zeugnisse von Hilberts Beshäftigung mit Paradoxien, die wir
im ersten Kapitel vorstellen, nden sih im Briefwehsel mit Cantor und Frege.
Sein Vortrag auf dem Internationalen Mathematiker-Kongreÿ 1904 in Heidel-
berg [Hil05℄ enthält eine erste öentlihe Reaktion auf die Diskussion in diesem
Briefwehsel. Daran shlieÿen wir ein eigenes Kapitel mit der Darstellung von
Hilberts eigener Paradoxie an, zu der sih bereits ein Hinweis auf der Postkarte
an Frege ndet, und die sih ausführlih dargestellt in Ausarbeitungen seiner
Vorlesungen ndet. Das dritte Kapitel ist Hilberts Behandlung der Paradoxien
in seinen Vorlesungen gewidmet. In der Bibliothek des Mathematishen Insti-
tuts der Universität Göttingen sind die oziellen Ausarbeitungen von Hilberts
Vorlesungen zugänglih
3
, die eine ausgezeihnete aber bisher wenig beahtete
Quelle für die Entwiklung der Hilbertshen Ideen, niht nur zu Grundlagen-
fragen, bilden.
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Hier veröentlihen wir zum ersten Mal zusammenhängend die
Diskussion der Paradoxien, die sih in den Ausarbeitungen und Notizen zu den
folgenden Vorlesungen nden:
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(1) Logishe Prinipien des mathematishen Denkens vom Sommersemester
1905;
(2) Probleme und Prinzipien der Mathematik vomWintersemester 1914/15;
(3) Mengenlehre vom Sommersemester 1917;
(4) Probleme der mathematishen Logik vom Sommersemester 1920.
Shlieÿlih werden wir die Analyse der Paradoxien in diesen Texten noh mit
der einzigen gröÿeren Veröentlihung vergleihen, die sih zu diesem Thema
ndet, in:
(5) Grundzüge der theoretishen Logik (mit Wilhelm Akermann, 1928).
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Wir können hier auf die umfassende Literatur zur Geshihte und Philosophie der Mengenlehre
sowie der Grundlagenkrise in der Mathematik hinweisen. Allerdings wird Hilberts Rolle in Bezug
auf die Mengenlehre oft nur marginal behandelt  eine Ausnahme bildet dabei Moore [Moo02℄.
In Bezug auf die Grundlagenkrise konzentrieren sih die Untersuhungen oft nur auf die (relativ
gesehen) späte Epohe der Auseinandersetzung mit Brouwer und Weyl  als Ausnahmen seien hier
Pekhaus [Pe90℄ und Sieg [Sie99℄ genannt.
3
Die dort aufbewahrten Ausarbeitungen sind noh von Hilbert selbst in die heutige Ordnung
gebraht worden.
4
Siehe auh unten Fuÿnote 55.
5
Der historish ausgerihtete Artikel über Hilberts Behandlung der Mengenlehre von Moore
[Moo02℄ basiert im wesentlihen auf den gleihen Vorlesungen. Dabei werden auh die Paradoxien
kurz angesprohen, aber niht weiter analysiert.
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In einem weiteren Kapitel beshreiben wir das Umfeld, in dem in Göttingen
die Paradoxien diskutiert wurden, und das zweifelsohne niht ohne Einuÿ auf
Hilberts Sihtweise der Paradoxien geblieben ist.
Im letzten Kapitel geben wir eine kurze Zusammenfassung, die noh einmal
die Bedeutung der Paradoxien für Hilberts Arbeiten zu den Grundlagen der
Mathematik betont.
1.Hilbert und die Paradoxien 18971904
Hilberts Interesse an Grundlagenfragen in der Mathematik läÿt sih auf seine
Diskussionen mit Cantor zurükverfolgen, als dieser die Mengenlehre einführ-
te.
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Hilbert hat an mehr als einer Stelle seinen Respekt vor der bahnbrehenden
Leistung Cantors bezeugt. Er gipfelt in dem berühmten Zitat: Aus dem Pa-
radies, das Cantor uns geshaen hat, soll uns niemand vertreiben können.
[Hil26, S. 170℄.
Hilbert hatte auh engen persönlihen Kontakt zu Cantor, wie sih aus den
Briefen Cantors an Hilbert ergibt. Aus ihnen geht insbesondere hervor, daÿ
Hilberts Interesse an der Mengenlehre ganz wesentlih von den Paradoxien
mitbestimmt wurde. Shon der erste (erhaltene) Brief von Cantor beginnt gleih
mit einer Diskussion zu diesem Thema:
Zitat 1. (Cantor an Hilbert, Harzburg, 26.9.1897, [PI87, S. 225℄ und [Can91,
S. 388℄)
[. . . ℄ Leider muÿte ih wegen vorgeshrittener Mittagszeit vor-
gestern im Braunshweiger Polytehnium unsere Unterhaltung
über die Mengenlehre an einem Punte abbrehen, wo Ihnen ge-
rade ein Bedenken aufstieg, ob auh alle transniten Cardinal-
zahlen oder Mähtigkeiten in den Alefs enthalten seien, mit an-
deren Worten, ob auh jedes bestimmte a oder b auh immer ein
bestimmtes Alef sei.
Daÿ diese Frage zu bejahen ist, läÿt sih streng beweisen.
6
Der Briefwehsel von Cantor und Hilbert (von dem allerdings nur die Briefe Cantors erhalten
sind) ist wohlbekannt und in seiner Bedeutung für die Mengenlehre oft zitiert. Im Hinblik auf die
Paradoxien wurde er shon von Peukert und Ilgauds diskutiert und teilweise veröentliht [PI87℄.
Sämtlihe erhaltenen Briefe Cantors an Hilbert können in der Universitätsbibliothek Göttingen
eingesehen werden; ein groÿer Teil davon ist in [Can91℄ abgedrukt, zusammen mit erläuternden
Bemerkungen. Eine genauere Analyse zu Cantor und den Paradoxien, die auh diese Briefe benutzt,
ndet sih z.B. in [Fer99, Kap. VIII 8.℄. Bei den folgenden Ausführungen beshränken wir uns daher
auf die Aspekte des Briefwehsels, die Bezüge zu den späteren Darstellungen Hilberts haben.
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Die Totalität aller Alefs ist nämlih eine solhe, welhe niht
als eine bestimmte, wohldenierte fertige Menge aufgefaÿt wer-
den kann. Wäre dies der Fall, so würde auf diese Totalität ein
bestimmtes Alef der Gröÿe nah folgen, welhes daher sowohl zu
dieser Totalität (als Element) gehören, wie auh niht gehören
würde, was ein Widerspruh wäre. [. . . ℄
Hilbert hatte an dieser Ausführung auszusetzen, daÿ der Inbegri der Alefs
doh eine Menge sei, und Cantor shreibt ihm daher nur 5 Tage später zurük:
Zitat 2. (Cantor an Hilbert, 2.10.1897, [PI87, S. 226℄ und [Can91, S. 390℄)
Lieber Herr College, zurükkommend auf Ihren Brief v. 27
ten
Sept. bemerke ih, daÿ Sie darin mit vollem Rehte sagen: Der
Inbegri der Alefs läÿt sih als eine bestimmte wohldenirte Men-
ge auassen, da doh wenn irgend ein Ding gegeben wird allemal
muÿ entshieden werden können, ob dieses Ding ein Alef sei oder
niht; mehr aber gehört doh niht zu einer wohldenierten Men-
ge.
All right.
Sie übersehen jedoh, daÿ ih in meinem Harzburger Shreiben
noh das Charakteristikum fertig gebrauht und gesagt habe:
Theorem:
Die Totalität aller Alefs läÿt sih niht als bestimmte wohlde-
nirte und zugleih fertige Menge auassen.
Hierin ist das puntum saliens zu sehen und ih wage es, die-
ses vollkommen sihere, aus der Denition der Totalität aller
Alefs streng beweisbare Theorem als den wihtigsten, mir vor-
nehmsten Satz der Mengenlehre zu bezeihnen. Man muÿ nur die
Ausdruksweise fertig rihtig verstehen. Ih sage von einer Men-
ge, daÿ sie als fertig gedaht werden kann, [. . . ℄, wenn es ohne
Widerspruh möglih ist [. . . ℄, alle ihre Elemente als zusammen-
seiend, die Menge selbst daher als ein zusammengesetztes Ding
für sih zu denken; oder auh, (in anderen Worten) wenn es mög-
lih ist, sih die Menge mit der Totalität ihrer Elemente als atuell
existirend zu denken. [. . . ℄
Das Zitat zu Beginn dieses Briefes gibt die Auassung Hilberts vom Inbegri
der Menge wieder. Wir werden sehen, daÿ es gerade dieser Mengenbegri ist
 der eine Menge dadurh deniert sieht, daÿ man für jedes Ding angeben
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kann, ob es dazugehört oder niht , der Hilbert bei den Paradoxien Probleme
bereitete.
Diese Auassung von Menge verträgt sih gut mit der ursprünglihen, be-
rühmten Denition Cantors: Unter einer ,Menge` verstehen wir jede Zusam-
menfassung M von bestimmten wohluntershiedenen Objekten m unserer An-
shauung oder unseres Denkens (welhe die ,Elemente` von M genannt werden)
zu einem Ganzen. [Can97, S. 481℄, [Can32, S. 282℄. Zur Zeit des Briefwehsels
hatte sih Cantor aber die zusätzlihe Untersheidung von fertigen und unfer-
tigen Mengen
7
überlegt, womit sih für ihn gar keine Paradoxien mehr ergeben
konnten. Im Gegenteil, die vermeintlihen Widersprühe bilden als redutio ad
absurdum-Argumente die Basis von Beweisen, mit denen gewisse Totalitäten
als eben niht konsistent erwiesen werden.
8
Wie wir sehen werden, hat Cantor Hilbert mit seiner Untersheidung niht
überzeugen können. Hilbert hielt durhweg an dem naiven Mengenbegri fest.
Neben dem Briefwehsel mit Cantor ist auh der mit Frege für unser The-
ma von Interesse. In den Jahren 1899 und 1900 haben Hilbert und Frege im
Anshluÿ an Hilberts Grundlagen der Geometrie [Hil99℄ und seinen Zahlbegri
[Hil00b℄ die Frage der Widerspruhsfreiheit und die Bedeutung von Axiomen
für die Begrisbildung diskutiert [Fre76, S. 60℄, allerdings ohne Bezüge zu
irgendwelhen Paradoxien. 1903 shikte Frege Hilbert ein Exemplar des zwei-
ten Bandes der Grundgesetze der Arithmetik [Fre03℄, in dessen Nahwort die
Russellshe Paradoxie angegeben ist, die Freges System zum Einsturz brahte.
In seiner Antwort bedankt sih Hilbert und fährt fort:
Zitat 3. (Hilbert an Frege, Göttingen, 7.11.03, [Fre76, S. 79f℄)
Ihr Beispiel am Shlusse des Buhes S. 253 ist uns hier bekannt
∗
;
andere noh überzeugendere Widersprühe fand ih bereits vor
45 Jahren; sie führten mih zu der Ueberzeugung, dass die tradi-
tionelle Logik unzureihend ist, die Lehre von der Begrisbildung
vielmehr einer Vershärfung und Verfeinerung bedarf, wobei ih
7
unfertig ndet sih niht explizit bei Cantor. Später hat Cantor die Terminologie geändert:
[. . . ℄ Ih habe mih jetzt daran gewöhnt, das was ih früher fertig` genannt, durh den Ausdruk
onsistent` zu ersetzen; [. . . ℄ Mengen` würden darnah onsistente Vielheiten` sein. (Cantor an
Hilbert, Halle, 9.5.1899, [Can91, S. 399℄).
8
Daÿ die Paradoxien für Cantor keine Widersprühe innerhalb der Mengenlehre waren, sondern
als redutio ad absurdum-Argumente in Beweisen dienten, ist in der Literatur bereits mehrfah
betont worden, siehe vor allem [MG81, Gar92℄. Wie Meshkowski [Mes85, S. 47℄ darlegt, hat dies
aber auh shon 1906 Shönies betont [Sh06℄.
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als die wesentlihste Lüke im herköm[m℄lihen Aufbau der Lo-
gik die Annahme ansehe, wonah  das nehmen alle Logiker u.
Mathem[atiker℄ bisher an  ein Begri bereits da sei, wenn man
von jedem Gegenstande angeben könne, ob er unter ihn falle oder
niht. Dies ist wie mir sheint niht hinreihend. Vielmehr ist die
Erkenntnis der Widerspruhslosigkeit der Axiome, die den Begri
deniren, das Entsheidende.
∗
Ih glaube vor 34 Jahren fand es Dr. Zermelo auf die Mitteilung meiner Beispiele
hin.
Dem in dieser Postkarte gegebenen Hinweis auf von Hilbert selbst gefundene
Paradoxien werden wir im folgende Kapitel nahgehen.
9
Wie shon gegenüber
Cantor, maht er hier sein Problem mit der herkömmlihen Auassung von
Menge bzw. Begri deutlih. Darüberhinaus benannte er aber auh eine Lö-
sungsidee: Die Erkenntnis der Widerspruhsfreiheit für die zugrundeliegenden
Axiomensysteme. Im folgenden Jahr hat er dies in seinem Vortrag auf dem In-
ternationalen Mathematikerkongreÿ in Heidelberg zum ersten Mal ausgeführt.
Dabei geht er auh explizit auf das fehlende Kriteriums zur Untersheidung
von Cantors konsistenten und inkonsistenten Mengen ein:
10
Zitat 4. [Hil05℄ (zitiert in [Can91, S. 436℄)
G. Cantor hat den genannten Widerspruh [den des Begris der
Gesamtheit aller Dinge℄ empfunden und diesem Empnden da-
durh Ausdruk verliehen, daÿ er konsistente und nihtkon-
sistente Mengen untersheidet. Indem er aber meiner Meinung
nah für diese Untersheidung kein sharfes Kriterium aufstellt,
muÿ ih seine Auassung über diesen Punkt als eine solhe be-
zeihnen, die dem subjektiven Ermessen noh Spielraum läÿt und
daher keine objektive Siherheit gewährt.
9
Zur von Hilbert angesprohenen, unabhängigen Entdekung der Russellshen Paradoxie durh
Ernst Zermelo (18711953), siehe unten Anhang A.
10
Cantor formuliert selbst einen entsprehenden Einwand in einem Brief an Dedekind vom
28.8.1899. Aber er weist ihn dadurh zurük, daÿ er die Konsistenz der Kardinalzahlen kurzer-
hand zu einem Axiom erklärt (Axiom der erweiterten transniten Arithmetik), [Can32, S. 447f℄
und [Can91, S. 412℄.
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Der in Fortgang des Vortrags angedeutete Lösungsweg sollte später in das
sogenannte Hilbertshe Programm münden.
11
Im Gegensatz zu Cantor war sih
Hilbert also der Probleme der Paradoxien vollauf bewuÿt. Wie sih an Hand
der folgenden Vorlesungsausarbeitungen belegen läÿt, war dabei aber ein ganz
wesentliher Faktor, daÿ Hilbert selbst ein(ig)e Paradoxie(n) entdekt hatte,
ohne deren Lösung er die gesamte Mathematik gefährdet sah (siehe unten Zitate
6 und 7).
2.Die Hilbertshe Paradoxie
Die Postkarte an Frege ist wohl das bekannteste Zeugnis, in dem Hilbert von
einer von ihm gefundenen Paradoxie spriht. Ein weiterer Hinweis ndet sih in
der Biographie Hilberts, die Otto Blumenthal (18761944) für die Gesammelten
Abhandlungen geshrieben hat.
12
Zitat 5. [Blu35, S. 421f℄
Die Lage war aber kritish. Die Paradoxien der Mengenlehre zeig-
ten in ershrekender Weise, daÿ gewisse Operationen mit dem
Unendlihen, die jedermann für zulässig hielt, zu zweifellosen
Widersprühen führten. Hilbert überzeugte sih davon endgültig
durh das von ihm aufgestellte, nirgends aus dem Gebiete der rein
mathematishen Operationen heraustretende Beispiel der wider-
spruhsvollen Menge aller durh Vereinigung und Selbstbelegung
entstehenden Mengen.
Eine genaue Darstellung dieser Paradoxie fand Volker Pekhaus in der un-
veröentlihten Ausarbeitung von Hilberts Vorlesung Logishe Prinipien des
mathematishen Denkens von 1905, und es ist anzunehmen, daÿ Hilbert auh
auf diese in der Postkarte an Frege verweist. Welhe Rolle sie für Hilberts
Interesse an den Grundlagen der Mathematik spielte, deutet er shon in der
Postkarte an Frege an. Er spriht es aber auh deutlih in seinen Vorlesungen
von 1905 und 1917 aus:
11
In Bezug auf die unmittelbare Resonanz shreibt Blumenthal in Hilberts Lebensbeshreibung:
Der Vortrag blieb damals, nah allem, was ih weiÿ, völlig unverstanden, [. . . ℄. [Blu35, S. 422℄;
siehe auh unten Zitate 46 und 47.
12
Volker Pekhaus hat noh einen weiteren Hinweis auf Hilberts Paradoxie in einem Brief von
Ernst Hellinger an Leonard Nelson von 1907 ausndig gemaht, siehe [PK02, Fuÿnote 8℄.
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Zitat 6. [Hil05a, S. 204℄
13
Ih komme nun noh zu 2 Beispielen für Widersprühe, die viel
überzeugender sind, der erste, der rein mathematisher Natur ist,
sheint mir besonders bedeutsam; als ih ihn fand, glaubte ih zu-
erst, daÿ er der Mengentheorie unüberwindlihe Shwierigkeiten
in den Weg legte, an denen sie sheitern müÿte; ih glaube je-
doh jetzt siher, daÿ wie stets bisher in der Wissenshaft, nah
der Revision der Grundlagen alles Wesentlihe erhalten bleiben
wird.
Zitat 7. [Hil17, S. 134℄
Dieses [Hilberts℄ Paradoxon, mit dem wir uns nun befassen wol-
len, ist frei von allen Sophismen und Negationen[.℄ Ih war daher
so konsterniert, als ih es fand, dass ih mir sagte: jetzt muss die
ganze Art des Shliessens in der ganzen Mathematik durhgrei-
fend reformiert werden.
Diese Paradoxie wurde auf der Basis der Vorlesung von 1905 erstmals in
[PK02℄ veröentliht und analysiert. Wir geben sie hier in einer kurzen, der
späteren Analyse angepaÿten Zusammenfassung wieder.
14
Hilbert startet mit den natürlihen Zahlen, deren Gesamtheit eine Menge
bildet. Dann deniert er Mengenbildungsoperationen:
Denition 1. (1) Additionsprinip: Mehrere, auh unendlih viele, Men-
gen können zu einer Vereinigungsmenge zusammengefaÿt werden (die
jedes Element der Ausgangsmengen enthält).
(2) Belegungsprinip: Das System aller Funktionen einer Menge M, die
diese in sih selbst abbilden
15
, bildet eine Menge (bezeihnet mit MM).
Hilbert betrahtet nun alle Mengen, die aus den natürlihen Zahlen
16
durh
die beiden beliebig oft anzuwendenden Proesse der Addition und Selbstbele-
gung entstehen; diese Mengen bilden wieder eine wohldenierte Gesammtheit,
nah dem Additionsprinip vereinige ih sie alle zu einer Summenmenge U , die
13
Der Vergleih (viel überzeugender) bezieht sih hier auf die Rihardshe Paradoxie und den
Lügner (siehe unten).
14
Der Hilbertshe Originaltext von 1905 ist hier im Anhang B noh einmal abgedrukt, siehe
auh [PK02℄.
15
Die Abbildungen müssen niht surjektiv sein, wie sih aus einem Beispiel Hilberts ergibt.
16
Sogar die natürlihen Zahlen lassen sih, nah Hilbert, bereits aus den endlihen Mengen mit
Hilfe des Additionsprinips gewinnen.
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wohldeniert ist. Bilde ih nun die Menge F = UU der Selbstbelegungen von
U , so entsteht diese auh aus der ursprünglihen Zahlenreihe lediglih durh
die beiden Proesse der Addition und Selbstbelegung. Formal:
Denition 2. (1) U ist die Vereinigungsmenge aller mittels Denition 1
gebildeten Mengen.
(2) F ist die durh das Belegungsprinzip gebildete Menge UU .
Da die Menge F nur durh Addition und Selbstbelegung gebildete wurde,
muÿ [sie℄ daher ein Teil von U sein, in moderner Notation: F ⊆ U .
Damit folgt, daÿ es eine surjektive Funktion von U nah F gibt. Auf eine
derartige Funktion wendet Hilbert nun das Cantorshe Diagonalverfahren an,
um eine Funktion von U nah U zu denieren, die niht zu F gehören kann.
Da F aber nah Denition alle Funktionen von U nah U enthält, ergibt sih
ein Widerspruh.
Diese Paradoxie hat groÿe Ähnlihkeit mit Cantors Paradoxie in der Fassung
der Menge aller Mengen. Die Existenz dieser Menge führt bei der Betrahtung
ihrer Potenzmenge zu einem Widerspruh mit Cantors Theorem, das bekannt-
lih besagt, daÿ die Potenzmenge einer Menge M gröÿere Mähtigkeit besitzt
als M selbst (siehe z.B. [Thi95℄). Hilbert shreibt auh am Ende der Darstellung
seines Widerspruhs:
Zitat 8. [Hil05a, S. 209℄
Wir könnten ihn auh dahin formulieren, daÿ gemäÿ der letzten
Betrahtung die Menge UU stets gröÿer [hinzugefügt: von grösse-
rer Mähtigkeit℄ als U ist, nah der ersten aber in U enthalten.
Dennoh muÿ man den Untershied bei der Konstruktion der Allmenge be-
trahten. Während sie bei (der üblihen Darstellung von) Cantors Paradoxie
direkt durh Komprehension gebildet wird, betont Hilbert beständig, daÿ sei-
ne Paradoxie einen rein mathematishen Charakter hat. Dieser wird dadurh
begründet, daÿ man die verwendeten Operationen wie in der Mathematik und
Logik sonst (siehe Zitat 14) anwendet. Dies kommt auh in der abshlieÿenden
Bemerkung zu seiner Paradoxie in der Vorlesungsausarbeitung von 1905 zum
Ausdruk:
Zitat 9. [Hil05a, S. 209f℄
Dieser Widerspruh ist noh keineswegs geklärt; es ist wohl zu
sehen, daÿ er jedenfalls darauf beruhen muÿ, daÿ die Operationen
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des Zusammenfassens irgend welher Mengen, Dinge zu neuen
Mengen, Allheiten doh unerlaubt ist, obwohl es die traditionelle
Logik doh stets gebrauht, und wir es in vorsihtigster Weise
stets nur auf ganze Zahlen und daraus entstehenden Mengen,
also auf rein mathematishes anwandten.
Wenn wir Hilberts Paradoxie aus moderner Perspektive betrahten, erweist
sih das Additionsprinzip als eine unbeshränkte Vereinigung als zweifelhaft.
In der Axiomatisierung der Mengenlehre von Zermelo wird dementsprehend
beim Vereinigungsmengenaxiom vorausgesetzt, daÿ man eine Menge von Men-
gen besitzt, für die man die Vereinigung ausführt. Dagegen ist das Belegungs-
prinzip  das dem üblihen Potenzmengenaxiom entspriht  vergleihsweise
unshuldig, da es nur auf bereits konstruierte Mengen angewendet wird.
Es ist interessant, daÿ Abraham (Adolf) Fraenkel (18911965) in einer popu-
lären Vorlesungreihe zur Mengenlehre die unbeshränkte Vereinigung als war-
nendes Beispiel für die Probleme der naiven Mengenlehre anführt. Auh wenn
er im Zusammenhang mit den Paradoxien nur Russell nennt, liest sih seine
Analyse wie eine Antwort auf Hilberts Paradoxie:
Zitat 10. [Fra27, S. 71℄
Will man [. . . ℄ zu etwas allgemeineren Prozessen [der Mengen-
bildung℄ fortshreiten, so muÿ man [. . . ℄ auh die Zusammenfas-
sung der Elemente vershiedener Mengen anstreben. Einen Fin-
gerzeig, wie dies zu erfolgen hat, liefert uns die Bildung der Verei-
nigungsmenge in der Cantorshen Mengenlehre, wo die sämtli-
hen Elemente beliebig vieler Mengen zu einer neuen Menge, der
Vereinigungsmenge, vereinigt werden können [. . . ℄. Hinsihtlih
der gefahrdrohenden Folgen eines unbekümmerten Gebrauhs des
Begris `beliebig viele` sind wir freilih, z. B. durh das Rus-
sellshe Paradoxon, hinlänglih gewitzigt; wir gehen daher niht
wie früher von beliebig vielen Mengen aus, sondern setzen vor-
aus, daÿ diese Mengen als die Elemente einer bereits als legitim
erkannten Menge säuberlih gegeben sind.
Wir werden sehen, daÿ Hilbert eine Einshränkung des Additionsprinzips
niht als Lösung seiner Paradoxie in Betraht gezogen hat. 1920 stellt er Burali-
Fortis Paradoxie in Zermelosher Fassung dar und benutzt dabei die moderne
Form des Vereinigungsmengenaxioms (siehe Zitat 40). Für seine eigene Para-
doxie benutzt er aber weiterhin das unbeshränkte Additionsprinzip.
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Kanamori hat die Hilbertshe Paradoxie in folgende moderne Form gebraht:
Zitat 11. [Kan04, S. 490℄
There is no set S satisfying (a) if X ∈ S, then its power set
P(X) ∈ S, and (b) if T ⊆ S, then its union
⋃
T ∈ S. Suppose
that there were suh an S. Then P(
⋃
S) ∈ S by (b) and then
(a). But then, P(
⋃
S) ⊆
⋃
S, whih is a ontradition!
Im Hinblik auf möglihe direkte Auswirkungen auf die spätere Entwiklun-
gen der Mengenlehre verweist Kanamori in einer folgenden Fuÿnote auf Ver-
bindungen zu Zermelos Arbeiten und darauf, daÿ wir in Hilberts Darstellung
bereits die kumulative Hierarhie erkennen können:
Zitat 12. [Kan04, Fuÿnote 11, S. 491℄
A thin thread of onnetion runs from the operations in (the pre-
sented version of) Hilbert's Paradox through Zermelo's [[Zer08℄℄
generative axioms like Power Set and Union ([. . . ℄) and on to
Zermelo's [[Zer30℄℄ onditions (I) and (II) for normal domains
([. . . ℄). (a) and (b) for sets T are in fat the losure onditions
for the umulative hierarhy piture of the universe of sets with
the Axiom of Foundation ([. . . ℄); it is just that one annot take
the union of S itself as then it would be the entire universe.
3.Die Paradoxien in Hilberts Vorlesungen 19051920/28
Wir wollen nun die einzelnen Vorlesungen, in denen Hilbert seine und andere
mengentheoretishen Paradoxien behandelt hat, näher vorstellen. Dabei inter-
essiert uns insbesondere, wie sih seine Einshätzung der Problematik über die
Jahre von 1905 bis 1920 entwikelt. Wir werden hier nur die vier oben genann-
ten Vorlesungen genauer betrahten, sowie das (auf anderen Vorlesungen aus
den Jahren 191722 beruhende) Buh mit Akermann von 1928. Hilbert hat
noh eine ganze Reihe weiterer Vorlesungen zu Grundlagenthemen gehalten.
Diese enthalten aber entweder keine eigentlihe Diskussionen der Paradoxien,
oder, wie im Fall der Vorlesung Elemente und Prinzipienfragen der Mathematik
von 1910 ([Hil10, S. 157163 zu Paradoxien℄ wiederholen nur die Darstellung
aus früheren Vorlesungen.
17
Eine Liste mit Vorlesungen zur Logik und den
Grundlagen der Mathematik wurde zuerst von Abrusi veröentliht, [Abr89℄.
17
Zu dieser Vorlesung siehe auh [Sie99℄ und [Moo02℄. Moore shreibt in Bezug auf diese Vorle-
sung, daÿ [t℄he material he gave there was merely a more elementary version of material from his
1905 ourse [Moo02, S. 50f℄.
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Im Rahmen der Edition der (bisher) unveröentlihten Ausarbeitungen von
Hilberts Vorlesungen zu den Grundlagen der Mathematik und Physik
18
ist im
Anhang des ersten Bandes eine vollständige Liste der Hilbertshen Vorlesungen
ershienen, mit Referenzen zu allen aufgefundenen Mitshriften.
3.1.Logishe Prinipien des mathematishen Denkens (1905). Im Som-
mersemester 1905 hat Hilbert in Göttingen eine Vorlesung unter dem Titel
Logishe Prinipien des mathematishen Denkens angeboten. Sie bietet  zu-
mindest nah den in Göttingen vorhandenen Vorlesungsausarbeitungen  die
erste systematishe Darstellung von Paradoxien durh Hilbert. Von dieser Vor-
lesung gibt es eine ozielle Ausarbeitung in der Bibliothek des Mathematishen
Instituts der Universität Göttingen, die von Ernst Hellinger (18831950) ange-
fertigt wurde, [Hil05a℄. Diese wurde oensihtlih von Hilbert auh für spätere
Vorlesungen benutzt und mit Anmerkungen versehen (siehe unten, S. 20).
19
Die Vorlesung gliedert sih in zwei Teile, wobei der zweite, B. Die logishen
Grundlagen, mit dem Kapitel Paradoxa der Mengenlehre beginnt [Hil05a, S.
191214℄. Dieses Kapitel läÿt sih einteilen in
• Eine Einleitung mit historishen und philosophishen Erwägungen;
• Cantors Diagonalverfahren (als Beispiel eines mengentheoretishen Be-
weises, in dem man die üblihen logishen Prozesse skrupellos anwendet
[Hil05a, S. 198℄).
• Die Diskussion dreier Widersprühe: der heute als Rihardshe Para-
doxie bekannte Widerspruh (dargestellt im Zusammenhang mit dem
Lügner); sein eigenes, Hilberts Paradoxon; die Russell-Zermeloshe
Paradoxie.
• Ein Versuh, einen gemeinsamen formalen Grund dieser Widersprühe
auszumahen.
18
In dieser Reihe ist bisher nur der erste Band zu Hilberts Vorlesungen über die Grundlagen der
Geometrie ershienen [HM04℄.
19
Daneben gibt es im Nahlaÿ Hilberts in der Universitätsbibliothek Göttingen noh eine wei-
tere Ausarbeitung von Max Born (1882-1970) [Hil05b℄. Born hat die Ausarbeitung dem Physiker
Friedrih Hund (18961997) zu einem runden Geburtstag geshenkt, und dieser gab sie später an
die Universitätsbibliothek in Göttingen weiter. Diese Ausarbeitung ist insofern interessant, als sie
belegt, daÿ die Änderungen Hilberts in der oziellen Ausarbeitung aus späterer Zeit stammen
müssen.
In der Liste von Hilberts Vorlesungen in [HM04℄ ndet sih auh noh ein Hinweis auf Notizen und
eine unvollständige Ausarbeitung dieser Vorlesung von Otto Birk, die sih im Universitätsarhiv
der Universität Bonn bendet.
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In der Einleitung maht Hilbert deutlih, daÿ die Lösung der Paradoxien
noh aussteht, aber auh, daÿ er sih persönlih dieser Sahe annehmen will:
Zitat 13. [Hil05a, S. 191℄
Ih kann hier vorläug nur Ideen und Andeutungen bringen, eine
nähere Ausführung und Durhbildung dieser sehr shwierigen,
bisher noh nie in Angri genommenen Dinge behalte ih mir für
einen späteren Zeitpunkt vor.
Die Situation der Mengenlehre vergleiht er mit der Situation, als die unendli-
hen Summen in der Mathematik aufkamen. Dabei maht er die Komprehension
als zentrales Problem aus, allerdings ohne weitere Ausführungen dazu:
20
Zitat 14. [Hil05a, S. 195℄
Es ist das ungefähr dasselbe, wie wenn man in der Theorie der
unendlihen Reihen zuerst ohne weiteres das von endlihen Sum-
men her geläuge und für ganz harmlos und selbstverständlih
gehaltene ommutative Gesetz anwandte, was für die bedingt
onvergenten Reihen gar bald zu Widersprühen führte. Genau so
kommt man in der Mengenlehre durh rein logishe Operationen,
wie man sie in der Mathematik und Logik sonst unbedenklih an-
wendet (es handelt sih hier besonders um das Zusammenfassen
vieler Begrie zu einem Gemeinbegri), zu unlösbaren Wider-
sprühen, die sih mit den bisherigen Hilfsmitteln niht klären
lieÿen;
Die Darstellung der Widersprühe. Nah der Präsentation des Cantorshen
Diagonalverfahrens beginnt Hilbert mit Darlegung der Widersprühe. Dabei
erreiht er die Rihardshe Paradoxie nur über einen Umweg:
Zitat 15. [Hil05a, S. 198℄
Ih will nun angeben, wie man gegen den bewiesenen Satz einen
Widerspruh konstruieren kann. Irgend eine Irrationalzahl kann
nur dann als vollständig gegeben betrahtet werden, wenn man
ein wohlbestimmtes Gesetz hat, nahdem man die Ziern irgend
einer Darstellung von ihr (etwa als Dualbruh) berehnen kann;
dabei kann man zunähst an einfahe Algorithmen denken, wie
20
Die Klammern um es handelt sih . . . Gemeinbegri sind wahrsheinlih erst später eingefügt
worden.
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z. B. bei der Wurzelberehnung, an Reihen für die Zahl oder an
irgend wie höhst komplizierte Gesetze, die nur jede Stelle gewiÿ
eindeutig festlegen müssen. [. . . ℄ Ohne aber weiter näher auf das
einzugehen, was ein zulässiges Gesetz harakterisiert, können wir
jedenfalls sagen, daÿ sih jedes Gesetz mit einer endlihen Anzahl
von Worten in einer bestimmten Sprahe ausdrüken lassen muÿ,
mögen auh noh so viele Worte bei groÿer Kompliiertheit dazu
nötig sein. Nehmen wir als Grundlage etwa die deutshe Sprahe,
die wir uns in einer zum Gebrauh geeigneten und hinreihenden
Weise mit einer endlihen Anzahl von Worten eindeutig festge-
legt denken. Wir versuhen nun mit 1 Worte eine Irrationalzahl
zu denieren und shreiben, wenn wir welhe erhalten, sie der
Gröÿe nah hin; wir können jedenfalls nur endlih viele erhal-
ten, da die Sprah nur endlih viele Worte hat. Nun bilden wir
alle Kombinationen von 2, 3 . . .Worten, sehen jedesmal zu, wel-
he der entstehenden Wortkomplexe eine Irrationalzahl denie-
ren, und shreiben diese dann der Reihe nah, für jede Wortzahl
des Gesetzes der Gröÿe nah geordnet, hin; kommen wir auf eine
Irrationalzahl, die shon durh ein früheres Gesetz deniert war,
so lassen wir sie einfah fort. Da es für jede Wortzahl nur end-
lih viele Wortkomplexe überhaupt und daher auh nur endlih
viele Irrationalzahlen gibt, so bekommen wir so eine abzählbare
Reihe vom Typus 1, 2, 3 . . . , in der alle Irrationalzahlen ent-
halten sind, und jede an einer wohlbestimmten Stelle steht. Das
aber widerspriht dem oben bewiesenen Cantorshen Satz von
der Nihtabzählbarkeit des Zahlenontinuums.
Aus heutiger Siht betrahten wir diese Argumentation niht mehr als Wider-
spruh, sondern benutzen sie  im festen Vertrauen auf Cantors Diagonalver-
fahren
21
 als redutio ad absurdum-Argument dafür, daÿ es Irrationalzahlen
gibt, die sih niht beshreiben (oder berehnen) lassen. König hat in einer ana-
logen Argumentation auh genau diese Konsequenz gezogen, siehe [Kön05a, S.
157℄.
22
Im weiteren Verlauf gibt Hilbert dann aber die Rihardshe Paradoxie in ihrer
heute bekannten Form an:
21
Wilfrid Hodges geht in [Hod98℄ der interessanten Frage nah, warum und wie mathematishe
Amateure immer wieder versuhen, das Diagonalverfahren zu widerlegen.
22
Vergleihe auh die Diskussion zu Rihards Paradoxie in Anhang A.
16 R. KAHLE
Zitat 16. [Hil05a, S. 201f℄
23
Dieser Widerspruh läÿt sih (aufklären, aber ih will das vorläu-
g niht tun, sondern ihn nur) auf einen einfaheren wohlbekann-
ten reduieren. Um zu sehen, wo der Widerspruh des näheren
stekt, müssen wir die beiden Verfahren, die zu entgegengesetzten
Resultaten führten, vergleihen. Wir haben uns hier durh diese
Betrahtung über die Gesetze eine bestimmte abzählbare Reihe
a1a2a3 . . . . aller reellen Zahlen gebildet, wenden wir auf sie das
Cantorshe Diagonalverfahren an, so erhalten wir eine bestimmte
weitere Zahl a. Diese [Zahl℄ a ist aber auh  im vorstehenden
 durh eine endlihe Zahl von Worten deniert;
Im Anshluÿ stellt Hilbert diese Paradoxie mit dem Lügner in Zusammen-
hang, wobei er ohne weitere Erklärung ein widerspruhsvolles Gesetz als Grund
ausmaht.
Zitat 17. [Hil05a, S. 202f℄
Hier haben wir also den Kern desWiderspruhes, wir haben durh
diese Betrahtungen eben shlieÿlih ein in sih widerspruhsvol-
les Gesetz gefunden. Es wäre genau dasselbe, wie wenn man auf
einen Zettel unter eine Reihe von Sätzen shrieb: Alles was auf
diesem Zettel steht, ist falsh, oder wie wenn man die Regel gä-
be: Tue immer das andere, als du willst. Dieser Widerspruh ist
altbekannt und viel disutiert, am meisten in dem sophistishen
Shulbeispiel von dem Kreter, der sagte, alle Kreter lügen, und
daher gleihzeitig log und die Wahrheit sprah.
Zum Abshluÿ des Abshnitts wiederholt Hilbert noh einmal, daÿ er im
Begri des Gesetzes das Problem sieht:
Zitat 18. [Hil05a, S. 203℄
Geklärt ist der Widerspruh bisher aber noh keineswegs, es ist
dazu durhaus eine viel genauere Feststellung des Begries Ge-
setz und Eindeutigkeit des Gesetzes nötig, als man das bisher
hat.
23
Die Klammern um aufklären . . . nur sind wahrsheinlih erst später eingefügt worden; leider
haben wir keinen Hinweis auf die genannte Aufklärung.
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Auf der Seite ndet sih noh eine Randbemerkung von Hilberts Hand, die
auf Grund des Bezugs zu Poinaré wohl niht vor 1909 hinzugefügt worden
sein kann. Poinaré hat in einem Vortrag von 1909 in Göttingen die folgende
Lösung vorgeshlagen:
Zitat 19. [Poi10, S. 46℄
Wie kommen wir aus diesem Dilemma heraus? Fragen wir ein-
mal nah der Bedeutung des Wortes denierbar. Wir nehmen
die Tafel aller endlihen Sätze und streihen daraus alle dieje-
nigen, die keinen Punkt denieren. Die Übrigbleibenden ordnen
wir den ganzen Zahlen zu. Wenn wir jetzt die Durhmusterung
der Tafel von neuem vornehmen, so wird es sih im allgemeinen
zeigen, daÿ wir jetzt einige Sätze stehen lassen müssen, die wir
vorher gestrihen haben. Denn die Sätze, in welhen man von
dem Zuordnungsgesetz selbst sprah, hatten früher keine Bedeu-
tung, da die Punkte den ganzen Zahlen noh niht zugeordnet
waren[.℄ Diese Sätze haben jetzt eine Bedeutung, und müssen in
unserer Tafel bleiben. Würden wir jetzt ein neues Zuordnungsge-
setz aufstellen, so würde sih dieselbe Shwierigkeit wiederholen
und so ad innitum. Hierin liegt aber die Lösung des sheinbaren
Widerspruhs zwishen Ca n t o r und R i  h a r d.
In seiner Randnotiz lehnt Hilbert diese Lösung mit folgendem Argument ab:
Zitat 20. [Hil05a, S. 203 (Randnotiz nah 1909)℄
24
Das Poinaréshe Verfahren, wonah er die Tafeln wi[e℄derholt
durhmustert[,℄ veranshauliht zwar klar die Shwierigkeiten, ent-
hält aber selbst einen Widerspruh. Denn die Vorshrift, erst ein-
mal zu durhmustern und dann mit Rüksiht auf die so gewonne-
nen Erweiterungen noh einmal, steht doh von vorne herein auf
einer Tafel und hat doh shon bei der ersten Durhmusterung
einen Sinn.
Shlieÿlih nden wir neben der Überleitung von der Rihardshen Paradoxie
zum Lügner auh noh die Paradoxie von Berry
25
als Randnotiz:
24
Auf der vorhergehenden Seite hat Hilbert (mögliherweise zu einem anderen Zeitpunkt) die fol-
gende Randnotiz gemaht: Bei einer Interpretation hatte der Wortlaut einen Sinn, bei der anderen
niht. [Hil05a, S. 202℄
25
Hilbert nennt Berry niht, siehe dazu Anhang A.
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Zitat 21. [Hil05a, S. 202℄
Die kleinste ganze Zahl, die mit 100 Worten niht denierbar
ist [in kleiner Shrift eingefügt: ein sih selbst widersprehender
Begri, da ja diese Zahl dann durh diese Worte, deren Zahl
< 100 ist deniert wäre!℄ niht eindeutig entsheidbar, ob eine
Reihe von Worte Sinn hat oder niht. Willkür der [unleserlihes
Wort℄: Subjektiv.
In exakt dieser Form (mit 100 Worten) ist Berrys Paradoxie  als von
Ru s s e l l aufgestellte[r℄ Begri  von Shoenies 1911 mit Verweis auf Poin-
aré dargestellt [Sh11, S. 235℄. Es liegt nahe, daÿ Hilbert sie aus dieser Quelle
übernommen hat.
26
1905 hat Hilbert die Vorlesung aber nah dem Lügner (siehe Zitat 17) mit
der im Zitat 6 angegebenen Überleitung fortgesetzt und stellt als nähstes seine
eigenen Paradoxie dar, die wir bereits oben in Abshnitt 2 diskutiert haben.
Davon ausgehende leitet er wie folgt zur Russell-Zermeloshen Paradoxie über:
Zitat 22. [Hil05a, S. 210℄
Als drittes Beispiel dieser Widersprühe stelle ih neben diesen
meinen rein mathematishen noh einen rein logishen, den Dr.
Zermelo aus jenem herausgezogen hat, [. . . ℄
Ausgehend von der Menge N aller Mengen, die sih niht als Element ent-
halten, leitet Hilbert den Widerspruh mit der üblihen Falluntersheidung, ob
N selbst zu N gehört oder niht, her.
Der Hinweis auf die Entstehungsgeshihte steht mit der Fuÿnote auf der
Postkarte an Frege in Einklang (siehe Zitat 3). Leider gibt es keine Quellen,
die darlegen, wie Zermelo diese Paradoxie aus der Hilbertshen herausgezo-
gen hat. Für Russell ist es detailliert belegt, wie er die Paradoxie aus der
Cantor-Paradoxie gewonnen hat, siehe [GG78℄. Auf Grund der Parallele zwi-
shen Hilberts und Cantors Paradoxie ist es durhaus möglih, daÿ Zermelo die
Paradoxie auf ähnlihe Weise gewonnen hat.
Der formale Grund der Widersprühe. Das Kapitel über Paradoxien in der
Vorlesung von 1905 endet mit einer interessanten Überlegung zum formalen
Grund der Widersprühe. Sie ist von allgemeinerem Interesse, da sie eine sehr
26
Die kompliziertere Darstellung dieser Paradoxie in der Vorlesung von 1914/15 (siehe Zitat 24)
könnte als Indiz gewertet werden, daÿ er Shoenies' Artikel erst später zu Rate gezogen hat, d.h.
daÿ die Randnotiz erst nah 1914 geshrieben wurde.
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frühe Darstellung formaler Selbstanwendung für Funktionen enthält.
27
In der
Debatte um die Lösung der Paradoxien hat sie aber keine weitergehende Rolle
gespielt.
Zitat 23. [Hil05a, S. 213f℄
Es wird nun noh nützlih sein sih klar zu mahen, worauf for-
mal jene Widersprühe beruhen. Man denke sih ein Ding x, das
alle Dinge durhläuft. Wir denieren nun eine gewisse Funktion,
das ist wieder ein Ding f , und der Wert dieser Funktion für das
Argument x ist die Combination der beiden Dinge f x. Je nah-
dem nun die Combination x x von x mit sih selbst 0 ist oder
niht, möge f x 1 sein oder 0:
f x = 0 , wenn x x 6= 0
f x = 1 , wenn x x = 0;
dabei sind 0, 1 2 bestimmte, von einander vershiedene Dinge.
Nun kann ja x alle Dinge durhlaufen; setzen wir also z.B. f = x,
so haben wir:
f f = 0 , wenn f f 6= 0
f f = 1 , wenn f f = 0;
das sind 2 Widersprühe und unsere Denition von f ist also
formal widerspruhsvoll und daher unzulässig.
Das Konzept der Selbstanwendung tritt 15 Jahre später in der Logik an pro-
minenter Stelle auf, nämlih in der Arbeit Bausteine der Mathematishen Logik
[Sh24℄
28
von Moses Shönnkel (18891942?). Darauf aufbauend hat Haskell
Curry (19001982) die kombinatorishe Logik entwikelt (und über dieses The-
ma 1929 bei Hilbert promoviert), siehe [CF74, CHS72℄. Sie bildet heute einen
eigenen Zweig der mathematishen Logik und spielt eine wihtige Rolle in den
Grundlagen der Informatik. Selbstverständlih gibt das Zitat keinen Anlaÿ an-
zunehmen, daÿ Hilbert diese Bedeutung antizipiert habe; im Gegenteil, Hil-
bert hat diesen Abshnitt in Hellingers Ausarbeitung [Hil05a℄ eingeklammert,
27
Für Mengen entspriht die Selbstanwendung dem Selbstenthaltensein, d.h. daÿ eine Menge als
Element ihrer selbst betrahtet wird. Die Frage nah dem (Niht-)Selbstenthaltensein liegt oen-
sihtlih der Russell-Zermeloshen Paradoxie zugrunde.
28
Die Veröentlihung von 1924 geht auf einen Vortrag am 7. Dez. 1920 vor der Mathematishen
Gesellshaft in Göttingen zurük, siehe [Sh24, Fuÿnote 1, S. 305℄.
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weshalb man annehmen kann, daÿ er ihn in späteren Vorlesungen weggelas-
sen hat
29
. Es ist aber bemerkenswert, daÿ das Argument seiner Struktur nah
den modernen Unentsheidbarkeitsbeweisen in der Rekursionstheorie gleiht.
Leider führt Hilbert niht genauer aus, warum jene Widersprühe auf der im
Zitat angegebenen, unzulässigen Funktionsdenition formal beruhen. Aus heu-
tiger Perspektive kann man der Analyse wohl nur insoweit zustimmen, als die
angegebenen Paradoxien alle eine Form von Diagonalisierung beinhalten, die
auh in der hier vorgestellten Selbstanwendung zur Anwendung kommt. Eine
umfassende (sowohl historishe, wie mathematishe) Analyse des Zusammen-
hangs von Paradoxien und Selbstanwendung ndet sih in [Can0x℄.
3.2.Probleme und Prinzipien der Mathematik (1914/15). Im Winter-
semester 1914/15 hat Hilbert eine Vorlesung über Probleme und Prinzipien
der Mathematik angeboten, in der er die Diskussion der Paradoxien wieder
aufgreift. Von dieser Vorlesung gibt es keine separate Ausarbeitung, aber hand-
shriftlihe Notizen in Hilberts Nahlaÿ [Hil15℄. Diese, oft nur stihwortartigen,
Aufzeihnungen zeigen unter anderem, wie Hilbert mit kurzen Hinweisen auf
frühere Ausarbeitungen zurükgri. So insbesondere in Bezug auf die Parado-
xien, wo er shreibt Kollegheft Logishe Prinipien 1905 S. 191-214. Das ist
genau das Kapitel über Paradoxa der Mengenlehre, das wir im vorhergehen-
den Abshnitt besprohen haben
30
. Unmittelbar vor dieser Referenz auf die
Vorlesung von 1905 führt Hilbert aber als erste Beispiele den Lügner und die
Paradoxie von Berry ein:
Zitat 24. [Hil15℄
Ih will nur die logishen[/matm. nahträglih eingefügt℄ Pa-
radoxien behandeln, die am fruhtbarsten sind[?℄ [unleserlihes
Wort℄ folgenden, typishen Beispielen:
1. Dieser Satz, [Diese Behauptung oberhalb des Satzes einge-
fügt℄ den ih eben aussprehe, ist unwahr.
Lügende Kreter: Wenn er wahr ist, ist er unwahr und wenn er
unwahr ist, ist er wahr.
29
Der Absatz ndet sih vollständig in Borns Ausarbeitung [Hil05b℄.
30
Es shlieÿt auh den Abshnitt über den formalen Grund der Paradoxien mit ein, der auf Seite
213 beginnt. Aber es ist natürlih niht auszushlieÿen, daÿ Hilbert den Absatz in dieser Vorlesung
niht vorgetragen, sondern gerade bei der genaueren Vorbereitung in der Ausarbeitung von 1905
gestrihen hat.
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se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und
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zwan
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zig
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Sil
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ben
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de
21
fi
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nirt
23
wer
24
den
25
kann.
   kann doh, wie die Auszählung zeigt mit 25 Silben aus-
gedrükt werden.
Das zweite Beispiel wurde mehrfah (allerdings ohne inhaltlihe Veränderun-
gen) überarbeitet, bevor die Endfassung mit 25 Silben herauskam.
Nah demVerweis auf das Kollegheft von 1905 gibt Hilbert eine ausführlihere
Diskussion der Ursahen der Paradoxien. Dabei wird zuerst der Begri des
Denirtsein thematisiert, doh dann kommt Hilbert zum Ergebnis, daÿ die
Allquantikation das problematishe Konzept ist:
Zitat 25. [Hil15℄
31
Wie kann ih mih retten? Stand des Wissens Stufentheorie Poinare
S. 199 Rüssel.[si!℄ [Das Wort unbefriedigend ist mehrfah durh-
gestrihen.℄ Empndung, dass an der Stufentheorie etwas wahres ist;
aber sie muss noh sehr vertieft werden. Und da ist es vor Allem
nötig, zu sehen ob niht, wenn man den Begri der Silbenzahl ver-
bietet man alle Paradoxien abshneidet
1
. Das ist leider niht der Fall.
Zermelo's Paradoxon S. 210.
2
Standpunkt von Dedekind S. 11. Frege
S. 213. Cantor bestes rein mathematishes Paradoxon S. 204209.
Das führt dann zu der Einsiht, dass es der Begri alle
3
ist, bei dem
wir shon stutzen müssen.
1
also Versuh durh Abshneiden der Philologie die Paradoxa zu beseitigen dies gelingt
niht, wie Zermelos Paradoxon zeigt.
2
Nun könnte man sagen, die benutzten Begrie seien philosophisher Natur Dinge,
[3 unleserlihe Wörter℄ also Versuh durh Abshneiden der Philosophie die Paradoxe
zu beseitigen, gelingt auh niht, wie das math. Paradoxon zeigt.
3
Den Begrie alle könnten wir aber niht ohne weiteres aufgeben, ohne Math. über-
haupt abzushneiden.
Später in der Vorlesung, nahdem die axiomatishe Methode besprohen wur-
de, sagte Hilbert zusammenfassend: aber [. . . ℄ sind wir in unserem Problem,
der Aufklärung der Paradoxien näher gekommen? Wir sahen im Begri ,alle`
die Shwierigkeit. [Hil15℄.
31
Die Seitenzahlen im Zitat beziehen sih oensihtlih auf die Ausarbeitung der Vorlesung von
1905. Nur für den ersten Verweis auf die Seite 199 läÿt sih der Bezug niht eindeutig erken-
nen (eventuell ist S. 203 gemeint, auf der sih die in Zitat 20 angegebene Randnotiz zu Poinaré
bendet).
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3.3.Mengenlehre (1917). In seiner Vorlesung über Mengenlehre im Som-
mersemester 1917 [Hil17℄ stellt Hilbert unter den folgenden Titeln die gleihen
Paradoxien wie in der Vorlesung von 1905 dar:
(1) Das Rihardshe Paradoxon des endlihen Ausdruks oder endlihen
Darstellbarkeit
(2) Das Russel [si!℄-Zermeloshe Paradoxon
(3) Eine rein mengentheoretish-mathematishe Paradoxie
Die Darstellung der ersten Paradoxie folgt im Aufbau der Vorlesung von 1905,
ist aber in Details spezisher. Zudem wird der erste Teil des Arguments (die
vermeintlihe Abzählbarkeit der Irrationalzahlen) noh mit einem Verweis auf
den Wohlordnungssatz vershärft.
Zitat 26. [Hil17, S. 127f℄
Wir hatten weiter oben bewiesen, dass die Irrationalzahlen niht
abzählbar sind. Nun können wir eine Irrationalzahl nur dann als
gegeben ansehen, wenn wir die Dualbruhentwiklung dieser Zahl
kennen oder doh berehnen können. [. . . ℄, so muss uns zu jeder
Irrationalzahl ein Gesetz gegeben sein, aus welhem man diese
Ziern berehnen kann. Eine Irrationalzahl ohne Gesetz ist un-
denkbar; [. . . ℄ Ja noh mehr, man kann direkt zeigen, dass die
Annahme, es gebe Irrationalzahlen, die niht durh ein Gesetz
festgelegt sind, auf einen Widerspruh führt. Dazu müssen wir
uns nur das Kontinuum auf irgend eine Weise wohlgeordnet den-
ken. Dann bilden die niht durh ein Gesetz denierbaren Irra-
tionalzahlen eine wohlgeordnete Teilmenge desselben, die also ein
erstes Element hat. Hiermit haben wir aber diese Irrationalzahl
 entgegen unserer Voraussetzung  durh ein Gesetz festge-
legt.
Auh hier können wir Hilbert heute niht mehr folgen, da die Forderung,
Irrationalzahlen müssen berehenbar sein  auf Grund des Widerspruhs zur
Überabzählbarkeit  niht zu halten ist. Ebenso ist die heute klar erfaÿte
Nihtkonstruktivität des Wohlordnungssatzes Grund dafür, daÿ er niht zur
Bildung eines Gesetzes (im Sinne eines Algorithmus) herangezogen werden
kann. Aber auh hier muÿ man darauf hinweisen, daÿ sih das heutige Ver-
ständnis dieser Nihtkonstruktivitität gerade aus den andernfalls auftretenden
Widersprühen herausgebildet hat.
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Im Anshluÿ wiederholt Hilbert den Widerspruh, der sih shon aus der
vermeintlihen endlihen Denierbarkeit jeder Irrationalzahl ergibt, und fügt
an: Hier haben wir es nun in der Tat mit einer noh niht völlig aufgeklär-
ten mengentheoretishen Paradoxie zu tun [Hil17, S. 129f℄. Bei der folgenden
Diskussion werden die Rihardshe Paradoxie und der Lügner in etwas kürze-
rer Fassung als 1905 präsentiert. Neu ist, daÿ die Poinaréshe Lösung disku-
tiert wird, welhe die wehselnde Sinnhaftigkeit der Denitionen anprangert,
so daÿ also eine eindeutige Festlegung der Irrationalzahlen durh die mensh-
lihe Sprahe überhaupt niht möglih [ist℄ [Hil17, S. 131℄. Hilbert ist damit
niht zufrieden, auh wenn er hier die Lösung niht der Widersprühlihkeit
bezihtigt, wie in der Randnotiz zur Ausarbeitung von 1905 (siehe Zitat 20):
Zitat 27. [Hil17, S. 131℄
Mir sheint diese Erklärung niht vollkommen befriedigend. Man
wird zwar sagen können, dass unsere Sprahe niht eindeutig ist,
[. . . ℄. Aber die eigentlihe Quelle der Paradoxien muss doh in der
ungenügenden Shärfe und Klarheit der uns gewohnten Logik und
ihrer Begrie liegen.
Wir werden unten bei der Behandlung der Paradoxien in den Grundzügen der
theoretishen Logik sehen, wie die (mathematishe) Logik eine gewisse Shärfe
und Klarheit bringen kann. Hier zielt Hilbert aber noh in eine anderer Rih-
tung, wenn er fortfährt:
Zitat 28. [Hil17, S. 131℄
Eine vollkommen befriedigende Erklärung hat man meiner An-
siht nah für das erwähnte Paradoxon erst dann gefunden, wenn
es gelingt, alle möglihen mathematishen Denitionen und Ope-
rationen in überblikbarer Weise zu ordnen. Hat man erst eine
Wohlordnung der mathematishen Gesetze, etwa nah ihrer Ein-
fahheit  was das ist, muss man freilih noh denieren  so
wird man auh zu einer wirklih ausführbaren Wohlordnung des
Kontinuums kommen.
Dieses Zitat ist insofern interessant, als daraus hervorgeht, daÿ Hilbert 1917
noh auf eine wirklih ausführbare Wohlordnung des Kontinuums hote, eine
Honung, die sih  wie wir heute wissen  niht erfüllen läÿt.
In der Analyse der Paradoxie ist Hilbert 1917 aber dennoh shon einen
Shritt weiter als 1914/15, wenn er die genetishe Denition ins Spiel bringt:
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Zitat 29. [Hil17, S. 131f℄
Ueberhaupt muss der Begri Gesetz noh viel shärfer heraus-
gearbeitet werden. Vorerst krankt dieser Begri an einem Uebel,
an dem alle diese allgemeinen Begrie noh kranken, nämlih an
seiner genetishen Denition. Man stellt zuerst Beispiele für Ge-
setze auf und sagt dann und so weiter. Eine solhe genetishe
Denition ist nur zulässig, wenn sie sih in eine rihtige umwan-
deln lässt. Z.B. lässt sih die genetishe Denition des Kreises:
ein Punkt bewegt sih so, dass er von einem festen Punkt im-
mer denselben Abstand hat ersetzen durh den geometrishen
Ort der Punkte gleihen Abstandes von einem festen Punkt. Der
Begri des Gesetzes selbst muss eben näher untersuht und prä-
zisiert werden im Sinne der axiomatishen Methode.
Bevor Hilbert auf die genetishe Denition genauer eingeht, diskutiert er erst
noh weitere Paradoxien. Zuerst, unmittelbar im Anshluÿ an das letzte Zitat,
die Paradoxie von Berry:
Zitat 30. [Hil17, S. 132℄
Dann wird sih auh ein anderes Paradoxon aufklären lassen, das
von diesem niht wesentlih vershieden ist.
Mit 10 oder weniger Wörtern der deutshen Sprahe zu höh-
stens 20 Buhstaben lassen sih siher nur endlih viele gan-
zen[si!℄ Zahlen denieren. Also gibt es eine kleinste ganze niht
mit 10 Wörtern denierbare Zahl. Hiermit ist aber diese Zahl
shon deniert und zwar durh nur 8 Wörter.
Anshlieÿend wird das Russel-Zermeloshe Paradoxon vorgestellt, und Hil-
bert shlieÿt die Darstellung wie folgt: Meiner Meinung nah wird die Aufklä-
rung dieser Paradoxie wieder darin liegen, dass eine genetishe Denition, d.h.
eine unerlaubte Anwendung des Wortes 'alle' vorliegt in dem Begri der Klasse
'aller' Klassen. [Hil17, S. 134℄. Zu seiner eigene Paradoxie leitet er nun über
mit den Worten:
Zitat 31. [Hil17, S. 134℄
Man könnte zwar die Auösung der [Russell-Zermeloshen℄ Pa-
radoxie auh darin vermuten, dass man sagt, die Klasse aller
Klassen sei ein unmathematisher Begri. Doh mit Unreht;
denn es gibt
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4. Eine rein mengentheoretish-mathematishe Paradoxie,
die der eben erwähnten analog ist, in welher aber nur Begrie
und Operationen verwendet werden, mit denen man auh sonst in
der Mathematik immer operiert und mit denen man sonst immer
nur vernünftige Resultate enthält.
Die Präsentation seiner Paradoxie ist etwas knapper, aber inhaltlih gleih-
wertig mit der von 1905.
32
In der Analyse wird hier zuerst ausdrüklih auf die
Notwendigkeit eines Kriteriums für die Zulässigkeit von Mengendenitionen
hingewiesen, die über Cantors Untersheidung von konsistenten und inkonsi-
stenten Mengen hinausgeht:
Zitat 32. [Hil17, S. 135℄
Bei der Bildung von M wurden lediglih zwei mathematishe
Prozesse benutzt, die man sonst als ebenso zulässig ansieht wie
etwa die beiden Prozesse, durh die man die Zahlen der zweiten
Zahlklasse erzeugen kann. Das eine Mal sollen also zwei mathe-
matishe Operationen erlaubt sein, weil sih kein Widerspruh
ergibt; das andere Mal aber sollen zwei solhe Prozesse unzuläs-
sig sein, weil eine Paradoxie folgt, und nur der Erfolg soll ent-
sheiden, was verboten ist und was niht. Das wäre genau der
Steinershe Fehlshluss, wo derselbe Beweis einmal etwas Ver-
nünftiges liefert und das andere Mal niht. Ein solher Stand-
punkt ist natürlih unhaltbar. Wenn wir einen mathematishen
Beweis erst am Resultate auf seine Zulässigkeit prüfen können,
so brauhen wir überhaupt keinen Beweis. Hier haben wir also
ein tiefliegendes mathematishes und logishes Problem vor uns.
Im folgenden verweist Hilbert dann auf die gleihen Gründe wie bei der
Russell-Zermeloshen Paradoxie:
Zitat 33. [Hil17, S. 135f℄
Der Fehlshluss kann hier nur an der genetishen Denition der
Menge M liegen, als der Menge aller Mengen, die man durh
wiederholte Addition und Selbstbelegung aus ℵ0 und a erhält.
Dieser Standpunkt, der Worte wie alle jeder oder und so wei-
ter verpönt, ist ganz neu und ungewöhnlih. Früher galt es, als
32
In der Ausarbeitung wurden (wohl bei einer späteren Gelegenheit) handshriftlih die Selbst-
belegungen durh die Teilmengen ersetzt.
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Höhepunkt der Strenge, wenn man sagte: Ein Begri ist deniert,
wenn man von  jedem Ding sagen kann, ob es darunter fällt oder
niht. Wir müssen diesen Standpunkt daher jetzt aufs shärfste
zurükweisen [. . . ℄.
Direkt an die Paradoxien shlieÿt Hilbert einen Absatz Ueber die genetishe
Denition an. Er beginnt mit der folgenden Festsetzung:
Zitat 34. [Hil17, S. 136℄
Mengen, die nur durh eine genetishe Denition erklärt werden
können, heissen inkonsistente Mengen und sind unzulässig.
In diesem Zitat muÿ man das Wörthen nur betonen. Hilbert läÿt geneti-
she Denitionen ausdrüklih zu, wenn die damit gebildeten Mengen auh auf
anderem Wege erklärt werden können. Aber Hilbert ist sih der Problematik
der Einshränkung, die er hier vornimmt, vollauf bewuÿt:
Zitat 35. [Hil17, S. 137℄
Wenn wir nun die Mathematik daraufhin durhmustern, wo gene-
tishe Denitionen vorkommen, so werden wir doh stutzig; denn
und so weiter ist die beliebteste Redensart der Mathematiker.
Wir werden hier niht weiter das Verbot rein genetisher Denitionen er-
örtern. Es sheint auh, daÿ Hilbert es 1920 bereits wieder aufgegeben hat
(siehe die Diskussion zu genetishen und axiomatishen Denitionen unten).
Sieg weist aber in seiner Darstellung dieses Abshnittes in [Sie99, A4℄ darauf
hin, daÿ die genetishen Denitionen sämtlihe imprädikativen Denitionen ein-
shlieÿen (d.h. diejenigen, bei der eine Allquantikation verwendet wird, deren
Bereih die zu denierende Menge bereits mit einshlieÿt). Hilbert bezieht sih
niht explizit auf den Begri der Imprädikativität (der ihm durh Poinaré aber
bereits bekannt sein muÿte), und die Denition von genetisher Denition, die
nur auf die Wörter alle,  jede und und so weiter rekurriert, ist siherlih
allgemeiner. Wenn man sih auf die imprädikativen Denitionen beshränkt,
könnte man Hilbert hier in die Nähe von Poinaré und dessen Forderung nah
einer rein prädikativ aufgebauten Mathematik rüken. Hilbert drükt sih in
diesem Absatz aber zu knapp aus, als daÿ sih eine solhe Position tatsäh-
lih belegen lieÿe. Interessant ist, daÿ seine (implizite) Forderung, die durh
genetishe Denitionen gegebenen Mengen immer auh noh durh andere De-
nitionsweisen zu rehtfertigen, heute (z.B. für imprädikative Denitionen) Teil
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der reduktiven Beweistheorie ist, die sih aus dem ursprünglihen Hilbertshen
Programm heraus gebildet hat (siehe z.B. [Fef00℄).
3.4.Probleme der mathematishen Logik (1920). Die Vorlesung von 1920
(ausgearbeitet von M. Shönnkel
33
und P. Bernays, [Hil20℄) ist die letzte die
eine Diskussion der mengentheoretishen Paradoxien bietet. In ihr behandelt
Hilbert in 1 [d℄ie Rihardshe Paradoxie. Daran shlieÿt sih 2 an: Uebergang
vom Cantorshen Diagonalverfahren zum Russellshen Paradoxon; mathema-
tishe Vershärfung der Paradoxie. Shlieÿlih, und neu im Vergleih zu den
vorhergehenden Vorlesungen folgt: 3 Das Paradoxon von Burali-Forti in Zer-
melosher Fassung.
Die Darstellung der Rihardshen Paradoxie ist gegenüber 1917 weiter ver-
kürzt worden, wobei auh der Absatz zur Wohlordnung des Kontinuums wieder
weggelassen wurde. Am Ende wird Berrys Paradoxon in einer neuen Variante
präsentiert:
Zitat 36. [Hil20, S. 5℄
Zu dieser Form der Paradoxie kommen wir durh die Betrahtung
des folgenden Shriftsatzes:
Die Anzahl der Shriftsätze, die weniger als fünfhundert Zei-
hen enthalten, ist kleiner als sieben und zwanzig hoh fünfhun-
dert. Es muss daher unter den Zahlen von Eins bis sieben und
zwanzig hoh fünfhundert solhe geben, die sih niht durh einen
Shriftsatz von weniger als fünfhundert Zeihen denieren lassen.
Man nehme nun die kleinste unter diesen Zahlen.
In der Analyse stellt Hilbert das Paradoxon als ein Problem der Sprahe dar,
das aber mit Hilfe der mathematishen Logik beseitigt werden kann:
Zitat 37. [Hil20, S. 5f℄
Diese Paradoxie ist sehr verblüend. Es lassen sih aber dagegen
gewisse Einwände erheben. Die Paradoxie kommt nämlih nur
dann zustande, wenn wir annehmen, dass von jedem Shriftsatz
eindeutig feststellbar ist, ob er eine Zahl deniert oder niht.
Diese Voraussetzung ist aber keineswegs unanfehtbar. Denn zu
einer sprahlihen Mitteilung gehören niht bloss die Shriftsätze,
sondern diese sind bloss die Anregung zu einem psyhologishen
33
Auf der Titelseite ist fälshlih N. Shönnkel angegeben.
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Prozess. Wie dieser sih abspielt, hängt von der Situation und der
Vorgeshihte ab (Kenntnis der deutshen Sprahe, mathemati-
she Kenntnisse, Fähigkeit der Auassung abstrakter Sätze). In
der Praxis ergänzt man die Unbestimmtheiten durh konkrete
Hinweise, Betonung, Gestikulation, Zeihnungen, Modelle.
Es liegt also in der sprahlihen Mitteilung eine wesentlihe
Unbestimmtheit vor.
Diese müsste erst beseitigt werden, damit die Paradoxie eine
strenge Fassung erhält. Die Verfolgung dieses Unternehmens wür-
de uns weit hinein in das Gebiet der mathematishen Logik füh-
ren. Hier aber wollen wir zunähst dem Einwande von der Un-
bestimmtheit der sprahlihen Mitteilung dadurh ausweihen,
dass wir die aus dem Cantorshen Diagonalverfahren entsprin-
gende Paradoxie in eine Fassung bringen, bei welher von dem
Begrie des Shriftsatzes kein Gebrauh gemaht wird.
Wie die Beseitigung der wesentlihen Unbestimmtheit vonstatten gehen
kann, ist im Buh Grundzüge der theoretishen Logik dargestellt, das wir im
nähsten Abshnitt kurz betrahten werden. In der Vorlesung von 1920 weiht
Hilbert dieser Problematik dadurh aus, daÿ er sih den anderen Paradoxi-
en zuwendet. Dabei wird die Russell-Zermeloshe Paradoxie diesmal mit einer
ausführliheren Herleitung aus dem Cantorshen Satz eingeführt.
Mit einer analogen Überleitung wie 1917 fährt Hilbert dann mit seiner Para-
doxie unter Benutzung von Teilmengen statt Selbstbelegungen fort. Interessant
ist nun die abshlieÿende Analyse der Paradoxie. Sie gibt uns auh eine gute
Zusammenfassung im Hinblik auf den Begri der Denition. Danah kann man
den Begri der genetishen Denition durhaus mit dem modernen Begri der
induktiven Denition in Verbindung setzen (siehe z.B. [Mos74℄).
Zitat 38. [Hil20, S. 11f℄
Diese Paradoxie ist sehr lehrreih in dem Sinne, dass sie uns in
treiher Weise zeigt, wie man beim Umgehen mit den bisher
als ganz streng in der Mathematik geltenden Ueberlegungen und
Begrien vorsihtig sein muss, besonders da, wo Ausdrüke wie
alle, und so weiter, gebrauht werden. Allenfalls ist die zuletzt
vorgeführte Paradoxie niht stihhaltig. Wir können da folgenden
Einwand mahen:
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Es spielen in der Mathematik und Logik zwei Arten von De-
nitionen eine Rolle: nämlih: die genetishe [eingefügt: besser:
konstruktive℄, durh Erzeugung, und die axiomatishe [eingefügt:
besser existentiale℄, bei der man einen Gegenstand durh seine
Eigenshaften harakterisiert. Man könnte sagen, dass hier die
beiden Denitionsarten in unzulässiger Weise miteinander ver-
misht sind. Nämlih, wenn wir die Mengen genetish [eingefügt:
konstruktiv℄ denieren, dann briht unser Verfahren nie ab; es
werden immer neue Mengen geshaen, ih gelange aber niemals
zur Gesamtheit aller durh das Verfahren erzeugten Mengen. Al-
lerdings ist diese Gesamtheit eine wohldenierte Menge  (man
betrahte eine Menge als wohldeniert, wenn von jedem Dinge
bestimmt ist [korrigiert statt: man . . . entsheiden kann℄, ob es
zur Menge gehört oder niht); aber sie kommt niht selbst durh
den Erzeugungsprozess zustande.
Andererseits, wenn wir die axiomatishe [eingefügt: existentia-
le℄ Methode in reiner Form anwenden, dann können wir zwar eine
Menge von Mengen denieren, welhe erstens die Menge aller gan-
zen Zahlen als Element enthält, worin ferner zugleih mit jeder
Menge auh die Menge ihrer Teilmengen als Element vorkommt
und wo die Vereinigungsmenge von zugehörigen Menge wieder ein
Element der Menge bildet. Aber die so bestimmte Menge brauht
dann niht selbst ein Element der Menge zu sein.
Also: bei dem genetishen Verfahren [eingefügt: (auf dem kon-
struktiven Standpunkt)℄ gelangen wir überhaupt niht zu der Ge-
samtheit aller (durh die beiden genannten Prozesse) erzeugbaren
Mengen, bei dem axiomatishen Verfahren [eingefügt: (existen-
tialer Standpunkt)℄ lässt sih niht beweisen, dass sie selbst mit
unter ihren Elementen auftritt.
Wenn wir mit dieser Untersheidung von genetishen und axiomatishen De-
nitionen unsere Rekonstruktion der Hilbertshen Paradoxie in Abshnitt 2
betrahten, so läÿt sih sagen, daÿ die Denition 1 eine genetishe Deniti-
on darstellt, während die Denition 2.1 eine axiomatishe ist, und niht shon
durh wiederholte Anwendung der Operationen von Denition 1 gewonnen wer-
den kann. Aus heutiger Siht wird man siher diese axiomatishe Denition in
Zweifel ziehen; für Hilbert war aber gerade die axiomatishe Denition die
unshuldige, da sie auf der Basis des naiven Mengenbegris gerehtfertigt ist
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(man betrahte eine Menge als wohldeniert, wenn von jedem Dinge bestimmt
ist, ob es zur Menge gehört oder niht).
Hilbert gibt keine weitere Erläuterungen zu möglihen unzulässigen Vermi-
shungen der beiden Denitionsweisen, sondern fährt mit einer Vershärfung
fort, die sih niht mehr mit der Vermishung erklären läÿt.
Zitat 39. [Hil20, S. 12℄
Nun lässt sih aber die Idee dieser Paradoxie so vershärfen, dass
man keinen Einwand mehr erheben kann. Wir kommen damit zu
der Paradoxie von BURALI-FORTI, deren Ursprung noh auf
CANTOR zurükgeht, und welhe durh ZERMELO ihre volle
Präzisierung erfahren hat.
Bei der Darstellung der Paradoxie legt Hilbert die folgenden Mengen und
Mengenbildungsoperationen zugrunde: Die leere Menge (Nullmenge, bezeih-
net mit m0), beliebige Einermengen, die Vereinigung zweier Mengen und shlieÿ-
lih die Vereinigung einer Menge von Mengen:
Zitat 40. [Hil20, S. 12℄
4) Ist M eine Menge von Mengen, so bedeute S(M) die zugehö-
rige Vereinigungsmenge, d.h. die Summe der zu M gehörigen
Mengen oder, anders ausgedrükt: S(M) ist die Menge der
Elemente von den Elementen von M.
Die hier gegebene Denition der (groÿen) Vereinigungsmenge untersheidet
sih von Hilberts Additionsprinzip gerade dadurh, daÿ man die Menge nur auf
der Grundlage einer bereits gegebenen Menge von Mengen bilden kann. Diese
Formulierung ist mit hoher Wahrsheinlihkeit auf Zermelo zurükzuführen.
Wir werden aber sehen, daÿ diese Vorsihtsmaÿnahme für Hilberts weitere
Argumentation niht von Belang ist.
Zuerst wird aber basierend auf dieser Mengendenition der Begri der Ordi-
nalzahl eingeführt.
Zitat 41. [Hil20, S. 12f℄
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Denition: Eine Menge M von Mengen solle eine Ordnungszahl
heissen, wenn sie folgende drei Bedingungen erfüllt:
1. m0 ist Element von M.
34
Diese Denition ist (später) handshriftlih umgearbeitet worden; diese Änderungen sind aber
für das folgende Argument niht von Bedeutung.
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2. Ist eine Menge A Element von M, so ist die Menge A + (A),
welhe aus A durh Hinzufügung von A selbst als Element ent-
steht ([...℄), entweder identish mit M oder Element von M.
3. Ist T eine (ehte oder unehte) Teilmenge von M, so ist S(T)
entweder identish mit M oder Element von M.
Anshlieÿend diskutiert Hilbert einige Eigenshaften der Ordinalzahlen, ins-
besondere 3)) Eine Ordnungszahl enthält sih selbst nie als Element., aber
auh den Satz, dass die Menge M aller Strümpfe weder eine Ordnungszahl
noh auh Element einer Ordnungszahl sein kann [Hil20, S. 14℄.
Die Paradoxie kommt nun wie folgt zustande:
Zitat 42. [Hil20, S. 15f℄
Es sei nämlih W die Menge, die aus allen Ordnungszahlen und
noh aus m0 besteht. Dann gilt der Satz: Die Menge W ist eine
Ordnungszahl.
Denn:
1. m0 ist Element von W.
2. Ist A ein Element von W, so ist es auh A + (A). [. . . ℄
3. Ist T eine Teilmenge von W, so ist S(T) Element von W.
[. . . ℄ Die Bedingungen 1., 2., 3. sind also für W erfüllt. Demnah
ist W eine Ordnungszahl und folglih auh Element von W, ge-
mäss der Denition von W. Dies widerspriht aber dem Satz 3)),
nah welhem eine Ordnungszahl sih niht selbst als Element
enthalten kann.
Im Gegensatz zu seiner eigenen Paradoxie hilft hier nah Hilbert auh die
Untersheidung von genetisher und axiomatisher Denition niht weiter:
Zitat 43. [Hil20, S. 16℄
Gegen diese Paradoxie gilt keiner der früheren Einwände; sie ist
vom Standpunkte der traditionellen Logik völlig stihhaltig.
So sind wir von ganz harmlosen Anfängen ausgehend durh eine
Kette von Paradoxien, die sih auf natürlihem Wege, gleihsam
organish aus einander entwikelten, shliesslih zu diesem letzten
Paradoxon gelangt, welhes wir als den Gipfelpunkt mathemati-
sher Paradoxien bezeihnen können.
Warum gilt gegen diese Paradoxie keiner der früheren Einwände? Die Men-
genbildungsoperationen sheinen denen der Hilbertshen Paradoxie gleihwertig
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zu sein. Zwar wird hier die Vereinigungsmenge korrekt nur über eine bereits
denierte Menge genommen. Dennoh bildet Hilbert anshlieÿend einfah die
Menge aller Ordinalzahlen. Insofern ist sie eventuell sogar noh shlehter ge-
bildet als die Menge aller Mengen U in der Hilbertshen Paradoxie, zu deren
Bildung ja das Additionsprinzip herangezogen wurde.
Mit einer solhen Analyse verfehlt man aber Hilberts Punkt in der Argumen-
tation. Bei der Diskussion seiner eigenen Paradoxie kommt er zu dem Ergebnis,
daÿ sih bei einer axiomatishen Denition der Gesamtheit aller erzeugbaren
Mengen niht beweisen läÿt, daÿ diese selbst unter ihren Elementen auftritt
(siehe Zitat 38). Auh bei der Burali-Forti-Paradoxie ist die Menge aller Ordi-
nalzahlen durh eine axiomatishe Denition gegeben. In diesem Fall läÿt sih
jedoh, unabhängig von der Denitionsweise, allein auf Grund der Eigenshaf-
ten einer Ordinalzahl beweisen, daÿ sie ein Element ihrer selbst sein muÿ. Damit
ist aber auh gezeigt, daÿ die vorgeshlagene Untersheidung von genetishen
und axiomatishen Denitionen niht alle Paradoxien lösen kann.
In der Vorlesung folgt auf die Darstellung der Paradoxien der zweite Teil, Die
Revision der Grundlagen der Arithmetik, in dem möglihe Lösungen des Para-
doxienproblems diskutiert werden. Die Notwendigkeit einer Lösung illustriert
Hilbert mit drastishen Worten:
Zitat 44. [Hil20, S. 16℄
Wo Widersprühe vorhanden sind, da ist etwas falsh, und es be-
darf einer Korrektur. Ein Widerspruh ist wie ein Bazillus, der
alles vergiftet, wie ein Funke im Pulverfass, der alles vernihtet.
Insbesondere in der Mathematik, der wir doh die alte gerühmte
absolute Siherheit erhalten wollen, müssen Widersprühe ausge-
shlossen werden. Es sind also Vorsihtsmassregeln bei Begris-
bildungen und Shlüssen nötig.
Die möglihen Vorsihtsmassregeln werden in den vier Abshnitten unter
den folgenden Titeln vorgestellt:
4. Die Methode der extremen Verbote von Kroneker und Poinaré
5. Zermelos axiomatishe Begründung der Mengenlehre und Analysis
6. Der Versuh einer Zurükführung der Mathematik auf die Logik; Stel-
lungnahme von Russell und Weyl
7. Die Hilbertshen Gedanken zum Beweis der Widerspruhsfreiheit der
Zahlentheorie
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Es ist oensihtlih, daÿ Hilbert hierbei der letzten Vorsihtsmassregel den
Vorzug gibt. Sie beinhaltet das sogenannten Hilbertshe Programm, mit dem
dieWiderspruhsfreiheit von Axiomensystems formal nahgewiesen werden soll-
te. Allerdings zeigte sih mit der Entdekung der Unvollständigkeitssätze 1931
durh Kurt Gödel (19061978) [Göd31℄, daÿ es in seiner ursprünglihen Fassung
niht durhführbar ist. Einer genauere Analyse des Hilbertshen Programms
müssen wir uns hier enthalten, da es weit über die Fragen der Paradoxien
hinaus geht; zur geshihtlihen Entstehung des Programms sei aber auf Sieg
[Sie99, Sie00℄ verwiesen.
3.5.Grundzüge der theoretishen Logik (mit Wilhelm Akermann,
1928). Als letzte Quelle zu den Paradoxien wollen wir noh das Buh Grund-
züge der theoretishen Logik [HA28℄ heranziehen, das Hilbert 1928 zusammen
mit Wilhelm Akermann herausgegeben hat. Im Vorwort shreibt Hilbert, daÿ
es aus den Vorlesungen
• Prinzipien der Mathematik, Wintersemester 1917/18
• Logikkalkül, Wintersemester 1920
• Grundlagen der Mathematik, Wintersemester 1921/22
hervorgegangen ist. Bei diesen Vorlesungen sei er von Bernays unterstützt
und beraten worden, und dieser habe auh die Ausarbeitungen vorgenommen.
Akermann habe darauf aufbauend die vorliegende Gliederung und denitive
Darstellung des Gesamtstoes durhgeführt.
Die Bedeutung dieses Buhes in der Geshihte der mathematishen Logik
kann niht übershätzt werden. Es wurde zwar durh die Gödelshen Ergeb-
nisse (Vollständigkeit und Unvollständigkeit) überholt, doh es muÿ mit allem
Nahdruk betont werden, daÿ Gödel gerade auf dem Buh von Hilbert und
Akermann aufbaute.
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Im Hinblik auf die Paradoxien ist es insofern interessant als es einen Ab-
shnitt, Viertes Kapitel, 4, Die logishen Paradoxien enthält. In diesem wer-
den die Russell-Zermeloshe Paradoxie, der Lügner und die Paradoxie von Berry
dargestellt.
35
Für eine umfassendere Würdigung des Buhes, die auh die Rolle von Bernays betont, sei auf
[Sie99℄ verwiesen.
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Da das Buh den Funktionenkalkül (Prädikatenlogik) behandelt, niht aber
die Mengenlehre, ist es verständlih, daÿ die anderen mengentheoretishen Pa-
radoxien (vor allem Hilberts eigene und die von Burali-Forti) hier niht genannt
sind.
36
Dafür sind der Lügner und Berrys Paradoxie
37
im erweiterten Funktionen-
kalkül (Prädikatenlogik höherer Stufe) formalisiert, und es sind Herleitungen
für die sih dabei ergebenden Widersprühe detailliert ausgeführt. Als Ausweg
wählen Hilbert und Akermann Russells Stufenkalkül (Typentheorie) mit Ein-
shluÿ des Axioms der Reduzierbarkeit.
Zitat 45. [HA28, S. 107℄
Man könnte nun meinen, daÿ infolge der Annahme des Axioms
der Reduzierbarkeit die eben erst vermiedenen Widersprühe sih
wieder einstellen. Daÿ dies aber niht der Fall ist, läÿt sih an den
behandelten Paradoxien leiht erkennen.
Hilbert und Akermann führen dies im Buh noh genauer aus. Für uns
ist hier nur wihtig, daÿ die Paradoxien  und dabei insbesondere die von
Berry  unzweifelhaft eine zentrale Rolle bei der Idee der Formalisierung der
Mathematik gespielt haben. Sie erlaubten zugleih einen ersten Test im Hinblik
auf die Tauglihkeit eines Kalküls, ein Test, der für den naiven erweiterten
Funktionenkalkül negativ ausel.
4.Hilberts Umfeld
Die bisher gegebene Diskussion der Hilbertshen Darstellung der Paradoxi-
en wäre unvollständig, wenn wir niht das Umfeld, in dem Hilbert gearbeitet
hat, mit einbeziehen würden. Shon der erste Brief von Cantor (siehe Zitat 1)
zeigt, daÿ der Ausgangspunkt eine persönlihe Diskussion mit Cantor gewe-
sen ist. Oensihtlih ist es niht möglih, die Einüsse persönliher Gesprähe
heute noh im Detail nahzuzeihnen. Daÿ aber Hilbert niht isoliert über die
Paradoxien nahdahte, ist vielfah belegt. Die Briefe Cantors wurden oen-
sihtlih in Göttingen mit Kollegen diskutiert. So shreibt Shoenies in Zur
36
Auh die Russell-Zermeloshe Paradoxie wird für Prädikate behandelt (unter Benutzung des
Prädikatenprädikats P ist niht prädikabel). Es wird aber darauf hingewiesen, daÿ sie im Kern
mit der üblihen mengentheoretishen Form identish ist [HA28, S. 93f℄.
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Diesmal in der Fassung der kleinsten im 20. Jahrhundert von den auf Erden lebenden Menshen
niht bezeihneten Zahl. Dies ist mittlerweile die fünfte Variante, wenn man die Randnotiz in der
Ausarbeitung von 1905 mitzählt.
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Erinnerung an Georg Cantor : Ih selbst erfuhr von ihr [der Methode zur Men-
genvergleihung℄ durh einen Brief Cantors; er wirkt auf uns in Göttingen wie
eine Oenbarung und wanderte von Hand zu Hand. ([Sh22, S. 102℄; zitiert in
[Can91, S. 403℄
38
).
Von 1897 bis 1910 war Ernst ZermeloMitarbeiter Hilberts in Göttingen. Seine
Bedeutung für die Mengenlehre, die in seinem Wohlordnungsbeweis und in der
Aufstellung der Axiome ihre Höhepunkte ndet, ist bekannt. Im Hinblik auf
die Paradoxien ist seine unabhängige Entdekung der Russellshen Paradoxie
bereits erwähnt worden. In einem Brief an Heinrih Sholz (18841957) shreibt
er explizit zu den Paradoxien: Über die mengentheoretishen Antinomien wur-
de um 1900 herum im Hilbert'shen Kreise viel diskutiert, [. . . ℄ (Zermelo an
Sholz, Freiburg i.Br., 10. April 1936; zitiert in [PK02, Fuÿnote 7℄). In dieser
Zeit waren Grundlagenthemen in Göttingen auf der Tagesordnung wie z.B. die
Themen des Mathematishen Kolloquiums zeigen.
39
Felix Bernstein, der 1901
die Arbeit Untersuhungen aus der Mengenlehre vorlegt, ist der erste in der
langen Liste von Doktoranden Hilberts, der mit einem (niht-geometrishen)
Grundlagenthema promoviert.
40
Parallel zu der mathematishen Diskussion wurden die Paradoxien in Göt-
tingen auh von einem philosophishen Zirkel um Leonard Nelson (18821927)
zu Beginn des 20. Jahrhunderts erörtert.
41
Ein Ergebnis davon war die Ver-
öentlihung von Nelson mit Kurt Grelling (18861943) Bemerkungen zu den
Paradoxien von Russell und Burali-Forti von 1908, die die Grelling-Paradoxie
42
enthält. Grelling promovierte 1910 bei Hilbert mit der Arbeit Die Axiome der
Arithmetik mit besonderer Berüksihtigung der Beziehungen zur Mengenlehre.
Damit ist natürlih anzunehmen, daÿ diese Paradoxie Hilbert niht entgangen
sein kann, es ndet sih dennoh in seinen Vorlesungen kein Hinweis darauf.
43
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Meshkowski und Nielson mahen plausibel, daÿ der genannte Brief ein Brief von 28.6.1899 (an
Shönies über Hilbert) ist, von dem sih eine Abshrift im Hilbert-Nahlaÿ ndet.
39
siehe Jahresberiht der Deutshen Mathematiker-Vereinigung 11 (1901)14 (1905), ausführlih
dargelegt in [Pe04, Abs. 3.1℄.
40
Die vollständige Liste der Doktoranden Hilberts ist am Ende seiner Gesammelten Abhandlun-
gen abgedrukt [Hil35, S. 431433℄.
41
Ausführlihe Darstellungen dazu nden sih in [Pe90℄ und [Pe04, Abs. 3.2℄.
42
Wenn ein Wort die Eigenshaft besitzt, die es aussagt, heiÿe es autologish (Beispiel: kurz);
wenn niht, heiÿe es heterologish (Beispiel: lang). Ist heterologish selbst heterologish oder
autologish?
43
Dagegen hat Hermann Weyl sie in seiner Habilitationsshrift Das Kontinuum von 1918 als eine
bekannte, im wesentlihen von Russell herrührende Paradoxie erwähnt, die er aber umgehende
zurükweist: in Wahrheit aber handelt es sih um Sholastik shlimmster Sorte: die geringste
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Nelson hatte auh engen Kontakt zu Gerhard Hessenberg (18731925) in Ber-
lin, der eine der ersten zusammenhängenden Darstellungen der Mengenlehre
verfaÿte [Hes06℄. Hilbert zitiert dieses Werk in der (3 Werke umfassenden) Li-
teraturliste zur Mengenlehre-Vorlesung von 1917 mit der Bemerkung: Eine
einfahe, mehr populäre Darstellung, [Hil17, S. 2℄.
Wie wir bereits erwähnt haben, hat Hilbert 1904 auf dem Internationalen
Mathematiker-Kongreÿ eine erste Skizze des späteren Hilbertshen Programms
gegeben. Nah Blumenthal folgte darauf aber erst einmal ein Stillstand in der
Entwiklung:
Zitat 46. ([Blu35, S. 422℄ im Anshluÿ an das Zitat in Fuÿnote 11)
Lange Zeit ruhte Hilberts Beshäftigung mit diesen Fragen, wenn
er sie auh mehrfah in Vorlesungen über Prinzipien der Mathe-
matik berührt hat. Dagegen verfolgte er mit lebhaftestem Inter-
esse E. Zermelos mengentheoretishe Gedanken, sein Auswahl-
postulat und seine Axiomatik der Mengenlehre. Auf der anderen
Seite mahte er sih mit dem Logikkalkül in seinen vershiede-
nen Formen bekannt, denn er hatte sogleih nah 1904 bemerkt,
daÿ ohne eine übersihtlihe und vollständige Formalisierung der
logishen Shluÿweisen auf dem von ihm erstrebten Wege niht
vorwärts zu kommen war.
Blumenthal ergänzt diese Darstellung noh mit einem persönlihen Erlebnis:
Zitat 47. [Blu35, S. 422℄
Auf seine [Hilberts℄ eigene Stellung zu den Ansätzen von 1904
wirft vielleiht das folgende Erlebnis einiges Liht: In den letzten
Vorkriegsjahren kam ih auf einem Spaziergang mit ihm und Frau
Hilbert auf den Heidelberger Vortrag zu sprehen und äuÿerte
mit der shönen Oenheit des Sah-Unkundigen als eine Selbst-
verständlihkeit die Ansiht, dabei sei doh wohl nihts herausge-
kommen. Darauf shwieg Hilbert ganz still, während Frau Hilbert
an der Form meiner Äuÿerung oenbar Anstoÿ genommen hatte
und sie lahend zurükwies.
Zum Zeitpunkt der Fortsetzung der Hilbertshen Arbeiten zu den Grundla-
gen shreibt er im folgenden: 1917  nah Abshluÿ der Untersuhungen zur
Besinnung zeigt, daÿ sih mit der Frage, ob heterologish` selbst auto- oder heterologish sei,
shlehterdings kein Sinn verbinden läÿt.[Wey18, S. 2℄.
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Relativitätstheorie  kam Hilbert mit groÿer Energie auf seine alten Gedanken
zurük und brahte sie jetzt rash zur Entfaltung, wobei ihm P. Bernays als
unermüdliher Kritiker und Mitarbeiter zur Seite stand [Blu35, S. 422f℄. Ber-
nays bestätigt diese Darstellung in dem zur gleihen Zeit geshriebenen Artikel
zu Hilberts Untersuhungen über die Grundlagen der Arithmetik :
Zitat 48. [Ber35, S. 200℄
In diesem vorläugen Stadium [in dem sie sih 1904 befanden℄ hat
Hilbert seine Untersuhungen über die Grundlagen der Arithmetik
für lange Zeit unterbrohen
1
. Ihre Wiederaufnahme nden wir ange-
kündigt in dem 1917 gehaltenen Vortrag
2
Axiomatishes Denken.
1
[...℄
2
Auf der Naturforsherversammlung in Zürih, veröentliht in [[Hil18℄℄.
Dieser Vortrag bot Hilbert auh die Gelegenheit, Bernays wieder nah Göt-
tingen zurükzuholen.
44
Andere Quellen legen allerdings nahe, daÿ sih Hilbert bereits 1914 wieder
verstärkt den Grundlagen zuwandte.
45
In einem Brief an Hugo Dingler (1881-
1954) vom 26.12.1914 nennt Hilbert Paul Hertz (18811940), Bernstein und
Grelling als seine engsten Mitarbeiter bei den Grundlagenuntersuhungen (sie-
he [Man99, Endnote 4℄). Aber vor allem muÿ man Heinrih Behmann (1891
1970) berüksihtigen, der 1918/22 bei Hilbert mit der Arbeit Die Antinomie
der transniten Zahl und ihre Auösung durh die Theorie von Russell und
Whitehead promovierte.
46
Behmanns Rolle ist von Manosu in [Man99℄ aus-
führlih geshildert worden. In dieser Arbeit ndet sih auh ein kurzer Hinweis
44
Im Herbst 1917 wurde ih von Hilbert anlässlih seines in Zürih gehaltenen Vortrages Axio-
matishes Denken aufgefordert, an seinen wieder aufgenommenen Untersuhungen über die Grund-
lagen der Arithmetik als sein Assistent mitzuwirken. (Bernays in einer biographishen Note, zitiert
nah [Sie99, S. 11℄).
45
Es gibt allerdings ein Zeugnis, das belegt, daÿ dieses Interesse niht bis zu allen Studenten
durhgedrungen sein kann. In einem in Russells Autobiographie abgedrukten Brief von Norbert
Wiener an ihn shreibt dieser: Symbolishe Logik steht in Göttingen in geringem Ansehen. Wie
gewöhnlih wollen die Mathematiker nihts mit etwas so Philosophishem wie der Logik zu tun
haben, während die Philosophen nihts mit etwas so Mathematishem wie den Symbolen zu tun
haben wollen. (Wiener an Russell, Göttingen, [Juni oder Juli 1914℄, zitiert nah [Rus78, S. 48℄).
Wiener shreibt übrigens vorher Ih höre [. . . ℄ eine Vorlesung über Dierentialgleihungen bei
Hilbert (ih weiÿ, das hat ziemlih wenig mit Philosophie zu tun, aber ih wollte Hilbert hören)
[. . . ℄.
46
1918 fand die mündlihe Prüfung statt; auf Grund der (Nah-)Kriegseinwirkungen ershien die
Arbeit aber erst 1922.
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auf eine Beshäftigung Hilberts (dem Kontext nah: unmittelbar) vor dem er-
sten Weltkrieg, der in Einklang mit den Ausführungen Blumenthals in Zitat 46
steht, wonah sih Hilbert mit dem Logikkalkül bekanntmahte: So weit ih
mih erinnere, habe ih das Verfahren der Normalform [. . . ℄ durh Hilbert, der
sih ja vor dem Kriege selbständig mit dem Problem der symbolishen Darstel-
lung der Logik, und zwar insbesondere der Aussagenlogik, beshäftigte, kennen
gelernt. (Behmann an Sholz, 29.12.1927, Behmann Arhive, Erlangen, zitiert
nah [Man99, Endnote 3℄).
Zudem listet Manosu die grundlagentheoretishen Vorträge der Mathemati-
shen Gesellshaft in Göttingen von 1914 bis 1921 auf [Man99, S. 304f℄, wie sie
in den Jahresberihten der Deutshen Mathematiker-Vereinigung veröentliht
wurden (wobei er auh bemerkt, daÿ zwishen 1910 und 1913 keine derartigen
Vorträge aufgeführt sind). Danah hat Behmann am 1.12.1914 Über mathema-
tishe Logik vorgetragen: Der Vortrag bringt einige neue Gedanken aus den
in den `Prinipia mathematia` von Russell und Whitehead niedergelegten lo-
gishen Untersuhungen (zitiert nah [Man99, S. 306℄). Das Manuskript zu
diesem Vortrag ist im Behmann-Nahlaÿ in Erlangen erhalten und ausführ-
lih in [Man99, 3℄ besprohen. Am 18.12.1914 hielten Bernstein und Grelling
einen Nahfolgevortrag mit Ergänzungen und genauere[n℄ Ausführungen zum
Referat vom 1. Dezember. Im Hinblik auf Hilberts Vorlesungen passen diese
Vorträge inhaltlih und zeitlih genau zu der Notiz zur Stufentheorie in der
Vorlesung von 1914/15, die er von unbefriedigend abänderte zu: Empn-
dung, dass an der Stufentheorie etwas wahres ist; aber sie muss noh sehr ver-
tieft werden (siehe Zitat 25). Auh wenn sih später keine expliziten Hinweise
auf Behmanns Arbeiten bei Hilbert nden, haben die Prinipia Mathemati-
a [WR13℄ groÿen Einuÿ auf Hilbert ausgeübt.
47
So baut zum Beispiel das
Buh Grundzüge der theoretishen Logik auf Russells Typentheorie und niht
etwa auf der von Zermelo axiomatisierten Mengenlehre auf.
48
Hilbert hat auh
1916 an Russell geshrieben, daÿ wir gerade vor Ausbruh des Krieges die
Absiht hatten, Sie [. . . ℄ nah Göttingen einzuladen, damit Sie uns persönlih
über Ihre Lösung des Paradoxienproblem[s℄ einen Zyklus von Vorträgen hal-
ten könnten. (Hilbert an Russell, 12.4.1916, zitiert nah [Sie99, S. 37f℄) Trotz
Hilberts Honung, daÿ die Ausführung dieses Plans durh den Krieg niht
aufgehoben, sondern nur aufgeshoben worden ist kam der Besuh niht mehr
47
Dagegen konnten wir bei Hilbert keinen Hinweis auf Russells Priniples of Mathematis [Rus03℄
nden, das Buh, das die mengentheoretishen Paradoxien allgemein berühmt gemaht hat.
48
Dies wurde auh von Cantini angemerkt [Can0x, S. 31℄.
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zustande.
49
Die Rükkehr Bernays' nah Göttingen fällt mit dem Beginn der Auseinan-
dersetzung mit Brouwer und Weyl um die Zulässigkeit gewisser, heute klas-
sish genannten Shluÿweisen in der Mathematik zusammen.
50
Diese Epohe,
die auh den Namen Grundlagenkrise der Mathematik trägt, ist gut untersuht,
und Hilberts Rolle, die vor allem mit seinem Hilbertshen Programm verbun-
den wird, ist bekannt.
51
Akermann hat in seiner Promotion von 1924/25 Be-
gründung des tertium non datur mittels der Hilbertshen Theorie der Wider-
spruhsfreiheit einen fehlerhaften Beweis der Widerspruhsfreiheit der Analysis
vorgelegt, der eine Realisierung des Hilbertshen Vorhabens dargestellt hätte.
Die Gödelshen Unvollständigkeitssätze zeigten allerdings, daÿ das Hilbertshe
Programm in seiner ursprünglihen Form niht durhführbar ist. Dennoh ha-
ben sih später vershiedene Modikationen des Programms als auÿerordentlih
fruhtbar erwiesen. Dabei ist an erster Stelle der (relative) Konsistenzbeweis
der Peano-Arithmetik auf der Basis der transniten Induktion bis ε0 von Ger-
hard Gentzen (19091945) zu nennen. Auh wenn Gentzen (1933) niht mehr
bei Hilbert promoviert hat, hat dieser ihn ein Jahr später noh als Assistent
angestellt und ihn bei der Habilitation [Gen43℄ unterstützt (siehe [Sza69, p.
viiviii℄).
Aus der Liste der Doktoranden Hilberts wollen wir noh Gabriel Sudan
52
(Über die geordneten Mengen, 1925), Haskell Brooks Curry (19001982) (Grund-
lagen der kombinatorishen Logik, 1929/30)
53
und Kurt Shütte (19091998)
(Untersuhungen zum Entsheidungsproblem der mathematishen Logik,
1933/34) nennen. Curry und Shütte waren aber nur noh formal Doktoranden
49
Eine kurze Darstellung der Korrespondenz Hilberts mit Russell ndet sih in [Sie99, App. B℄.
50
Dabei ist das Tertium non datur als das prominenteste umstrittene Prinzip zu nennen. Seine
Infragestellung geht ohne Zweifel auh auf die mengentheoretishen Paradoxien zurük, so zum Bei-
spiel bei den im Nelson-Kreis diskutierten Lösungsversuhen von Heinrih Goesh (18801930) und
Alexander Rüstow (18851963), siehe [Pe95℄; siehe auh die Bemerkung von Weyl zur Grelling-
Paradoxie in Fuÿnote 43 und den Titel der Doktorarbeit von Wilhelm Akermann unten. Die De-
batte hat sih aber shnell verselbständigt und wurde ganz allgemein im Hinblik auf die Bedeutung
mathematisher Aussagen geführt.
51
Zu der in diesem Zusammenhang häug genannten persönlihen Auseinandersetzung zwishen
Brouwer und Hilbert siehe [Dal90℄.
52
Sudan hat unabhängig  oder eventuell in Zusammenarbeit mit Akermann  ein erstes
Beispiel für eine rekursive, aber niht primitiv-rekursive Funktion angegeben, siehe [CMT79℄ und
die dort zitierten Arbeiten [Sud27℄ und [Ak28, S. 119℄. Die Autoren argumentieren überzeugend,
daÿ Akermann and Sudan have to share authorship of the rst example of a reursive funtion
whih is not primitive reursive. [CMT79, S. 383℄.
53
Siehe auh oben, Abshnitt 3.1.
40 R. KAHLE
von Hilbert, tatsählih aber Bernays-Shüler.
54
Shütte war aber ein bedeuten-
der Vertreter der Beweistheorie in Deutshland, der nah dem zweitenWeltkrieg
das Hilbertshe Programm in Rihtung der Ordinalzahlanalyse weitergeführt
hat [Sh60, Sh77℄.
5.Zusammenfassung
In dieser haben wir die zentral Rolle herausgestellt, welhe die für Paradoxien
Hilbert Beshäftigung mit den Grundlagen der Mathematik gespielt haben 
und auh umgekehrt die Rolle der Behandlung der Paradoxien durh Hilbert
für die Entwiklung der Mengenlehre und mathematishen Logik. Wir hoen
damit auh zu einer positiven Revision der Siht auf Hilberts Bedeutung in
diesem Gebiet beizutragen.
55
Seine eigene Entdekung der rein mathematishen Paradoxie bildete dabei
mit Siherheit eine besondere Motivation, die mit den Paradoxien verbundenen
Probleme der Grundlagen der Mathematik zu lösen. Allein auf Grund der zeit-
lihen Abfolge muÿ man diese Paradoxie, soweit es Hilbert betrit, als tatsäh-
lihen Ausgangspunkt für die spätere Grundlagenkrise betrahten, während
die Auseinandersetzung mit Poinaré, Brouwer und Weyl in dieser Hinsiht
sekundär ist.
Aus der Hilbertshen Perspektive, so wie sie hier wiedergegeben wurde, las-
sen sih mindestens zwei unmittelbare Auswirkungen auf die Entwiklung der
Grundlagenforshung belegen. Einerseits war auf Grund der Hilbertshen Para-
doxie eine eingehendere Untersuhung des Mengenbegris nötig, die zur Axio-
matisierung der Mengenlehre führte; andererseits erforderte die Analyse der
Rihardshe Paradoxie (später in der Fassung von Berry) eine vollständige
Formalisierung des Sahverhaltes, die zu den eingehenden Untersuhungen der
logishen Kalküle führte.
Zur Hilbertshen Analyse des Mengenbegris müssen wir allerdings festhal-
ten, daÿ er vom Beginn des Briefwehsels mit Cantor 1897 bis zur Vorlesung
54
Auf Hilbert angesprohen, sagte Kurt Shütte dem Autor einmal, daÿ er ihn genau zweimal
persönlih getroen habe: Bei der Vorbesprehung der Doktorprüfung und bei der Prüfung selbst.
55
Vergleihe dazu Sieg: A revision of the standard view of Hilbert's and Bernay's ontribution
to the foundational disussion in our [20.℄ entury has long been overdue. It is almost sandalous
that their arefully worked out notes have not been used yet to understand more aurately the
evolution of modern logi in general and of Hilbert's Program in partiular. One onlusion will
be obvious: the dogmati formalist Hilbert is a gment of historial (de)onstrution! Indeed, the
study and analysis of these letures [Sieg bezieht sih auf die grundlagentheoretishen Vorlesungen
Hilberts von 19171922℄ reveal a depth of mathematial-logial ahievement and of philosophial
refetion that is remarkable. [Sie99, Abstrat, S. 1℄.
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von 1920 niht von seinem naiven Mengenbegri abgerükt ist, der eine Menge
shon dann als wohldeniert betrahtet, wenn von jedem Dinge bestimmt ist,
ob es zur Menge gehört oder niht (siehe die Zitate 2 und 38). Dabei war sih
Hilbert aber der Problematik dieses Begris bewuÿt (siehe die Postkarte an Fre-
ge, Zitat 3, oder die kritishe Bemerkung 1917, Zitat 33). Die sih aus konkreten
Mengenkonstruktionen ergebenden Widersprühe allein rehtfertigen aber für
Hilbert noh niht, diese als redutio ad absurdum-Argumente zu benutzen.
Diese Kritik hat er shon 1904 auf dem Internationalen Mathematiker-Kongreÿ
1904 in Heidelberg publik gemaht (siehe Zitat 4), aber auh in der Vorle-
sung von 1917 nohmals in aller Shärfe zum Ausdruk gebraht (siehe Zitat
32).
Sein eigener Lösungsversuh beruhte auf der Untersheidung von genetishen
und axiomatishen Denitionen, wobei die genetishen auf Grund mögliher-
weise unerlaubter Verwendung von Wörtern wie 'alle'[,℄ 'jeder' oder 'und so
weiter' mit Vorsiht zu betrahten sind (siehe Zitat 33). Unabhängig davon, ob
diese Untersheidung tatsählih eine Lösung seiner eigenen Paradoxie bietet,
sheitert sie spätestens bei Burali-Forti, wie Hilbert selbst zugesteht. Insofern
ist er auh 1920 noh niht zu einer befriedigenden Lösung gekommen.
Aus heutiger Perspektive wird man ohne Zweifel allein den naiven Mengen-
begri, den Hilbert zu Grunde legte, für die Paradoxien verantwortlih mahen.
Dabei muÿ man aber zugeben, daÿ wir heute in dieser Hinsiht durh die all-
gemeine Akzeptanz der Zermelo-Fraenkelshen Mengenlehre bereits verbildet
sind und den axiomatishen Mengenbegri vergleihsweise unreektiert als ad-
äquat betrahten.
56
In diesem Zusammenhang ist es interessant zu bemerken,
daÿ Hilbert in seinen Vorlesungen die Zermeloshe Axiomatisierung der Men-
genlehre  die ohne jeden Zweifel von ihm selbst angeregt worden war 
lediglih 1920 in einem Unterkapitel behandelte.
57
Es stellt sih die Frage, ob
Hilbert mit der Axiomatisierung von Johann (John) von Neumann (19031957)
mehr einverstanden gewesen wäre, da diese den naiven Mengen Hilberts zu-
mindest noh als Klassen eine Existenzberehtigung zugesteht:
56
Es sei mir gestattet, hier kurz eine persönlihe Begebenheit einzufügen. Als Student hörte ih an
der ETH Zürih einen Seminarvortrag über unfundierte Mengen. Zu Beginn führte der Vortragende
die Menge Ω mit Ω ∈ Ω ein, woraufhin ih, in der Naivität eines Fünftsemestlers einwarf: Aber das
ist doh keine Menge! Darauf drehte sih Ernst Speker, der das Seminar leitete, zu mir um und
fragte mit einem triumphierenden Läheln:
Was ist für Sie eine Menge?
57
5. Zermelos axiomatishe Begründung der Mengenlehre und Analysis; siehe [Moo02,  9℄.
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Zitat 49. [Neu28, S. 348℄
Es ist hier am Platze, zu erklären, was wir unter Menge verste-
hen (genauer: wodurh wir die Mengen der naiven Mengenleh-
re ersetzen wollen) [...℄. Hier liegt der wesentlihe Untershied
unseres Axiomensystems vom Zermelo-Fraenkelshen: Dort sind
die zu groÿen Mengen einfah verboten, unherstellbar; bei uns
können sie (als Bereihe [d.s. in heutiger TerminologieKlassen℄)
gebildet werden, nur sind sie unfähig, Elemente anderer Mengen
oder Bereihe zu sein. Dies ist zumindest formal bequemer, und
zur Vermeidung der Antinomien (insbesondere der Russellshen)
reiht es bereits aus.
Leider ndet sih kein Hinweis darauf, wie Hilbert die Arbeiten von von
Neumann aufgenommen hat.
Die Rihardshe Paradoxie wird von Hilbert immer im Zusammenhang der
Denierbarkeit der Irrationalzahlen diskutiert. Dabei ist seine Forderung nah
der Berehenbarkeit aller Irrationalzahlen heute niht mehr haltbar. Auh die
Beziehung zum Wohlordnungssatz ist aus heutiger Siht unergiebig. Dagegen
sollte sih aber die weitere Analyse als ungeheuerlih fruhtbar für die Entwik-
lung der mathematishen Logik erweisen.
Die Reduktion auf die Paradoxie von Berry zeigt zuerst, daÿ die Paradoxie
niht am Begri der Unendlihkeit hängt und damit auh niht einfah als Pro-
blem der Mengenlehre abgetan werden kann. Hilbert rükt dagegen den Begri
der Denition in den Vordergrund. Dessen Analyse mündet shlieÿlih in der ri-
gorosen logishen Formalisierung. Dabei ist hervorzuheben, daÿ für Hilbert die
Formalisierung der Mathematik eine Forderung war, die sih als notwendige
Voraussetzung zur Lösung der Paradoxien erst nah deren Entdekung ergab.
Auh wenn die Formalisierung der Mathematik zuvor bereits von Frege und
Russell propagiert und in Angri genommen wurde, so ist es doh das Buh
von Hilbert und Akermann, das Anlaÿ zu den wihtigsten Ergebnissen der
mathematishen Logik geben sollte: den Gödelshen Sätzen. Shon in seiner
Dissertation [Göd30℄ beantwortete Kurt Gödel (positiv) die von Hilbert und
Akermann erstmals veröentlihte Frage nah der Vollständigkeit der Prädi-
katenlogik erster Stufe [HA28, S. 68℄ (siehe auh [Göd86, S. 47f℄). Auh der
Unvollständigkeitsbeweis geht von Rihards Paradoxie und dem Lügner aus 
den Beispielen, die sih im Buh von Hilbert und Akermann nden: Die Ana-
logie dieses Shlusses mit der Antinomie Rihard springt in die Augen; auh
mit dem ,Lügner` besteht eine nahe Verwandtshaft [. . . ℄ [Göd31, S. 148℄.
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In der Summe hat Hilbert, ausgehend von den Problemen der Paradoxien,
niht nur die Mengenlehre mathematishe salonfähig gemaht und ihr durh die
von seinem Shüler Zermelo ausgeführten Axiomatisierung zur heute allgemein
anerkannten Fundamentfunktion in der Mathematik verholfen, sondern er hat
auh den Weg bereitet, auf dem die mathematishe Logik mit den Unvollstän-
digkeitsresultaten zu unerwartet tiefen Ergebnissen gelangte.
In Bezug auf die 1905 und 1917 ausgesprohenen programmatishen Ziele (sie-
he Zitat 6 und 7) ist es Hilbert tatsählih gelungen, durh die Axiomatisierung
die Mengenlehre vor einem Sheitern zu bewahren und durh die Formalisie-
rung die ganze Art des Shliessens in der ganzen Mathematik durhgreifend
zu reformieren.
Anhang A.Die Bezeihnungen der Paradoxien
Im Hinblik auf die Namen der Paradoxien haben wir im Text die heute
gebräuhlihen verwendet (modulo Zermelo in Russell-Zermelo). Aus hi-
storisher Perspektive ist es durhaus interessant, einen genaueren Blik auf
Hilberts Bezeihnungen für die Paradoxien in den vershiedenen Vorlesungen
zu werfen.
Zuerst müssen wir festhalten, das Hilbert die Bezeihnung Paradoxie (oder
auh Paradoxon) und Widerspruh völlig gleihwertig benutzt, während er
den Terminus Antinomie, soweit wir sehen, überhaupt niht verwendet.
58
Die
heute (im Deutshen) geläuge Untersheidung von Paradoxie und Antino-
mie, bei der jene eine überrashende (dem Glauben zuwiderlaufende) Sahe
bezeihnet, und diese einen (den Gesetzen widersprehenden) formalen Wider-
spruh bezeihnet, maht Hilbert niht.
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Allerdings werden alle seine Beispiel
für Widersprühe in einem niht formalisierten Kontext angeführt  mit der
(wihtigen) Ausnahme der Formalisierung der Paradoxien in [HA28℄ , daher
können diese gar niht als Antinomie (im Sinne des heutigen Sprahgebrauhs)
behandelt werden. Wenn wir oben gesagt haben, daÿ Hilbert die Bedeutung der
Paradoxien für die Mathematik im Gegensatz zu Cantor erkannt hatte, so muÿ
hinzugefügt werden, daÿ diese weniger dramatish sind, wenn sie niht in einem
streng formalisierten Rahmen auftreten. Dies untersheidet Hilbert von Frege,
für den die Russellshe Paradoxie, bezogen auf sein in den Grundgesetzen der
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Er benutzt an anderen Stellen den Begri Fehlshluÿ für mathematish inkorrekte, aber niht
sofort als solhe erkennbare Shluÿweisen.
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Pekhaus [PK02, Fuÿnote 2℄ hat im Nahlaÿ von Leonard Nelson Briefe von Zermelo aus den
Jahren 1907 und 1908 gefunden, in denen dieser die Untersheidung von Paradoxie und Antinomie
im genannten Sinne empehlt.
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Arithmetik entwikelte formale System, tatsählih eine Antinomie darstellte
 mit der bekannten fatalen Konsequenz für dieses System.
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Zudem ist für
Hilbert die Formalisierung der Mathematik eine Antwort auf die Paradoxien,
auf dem Weg zu deren Lösung, in einer gewissen Umkehrung der Sahlage in
Freges Fall.
Die Rihardshe Paradoxie. Die als Rihardshe Paradoxie bekannte Parado-
xie hatte Jules Rihard in einem Brief an die Herausgeber der Revue générale
des sienes pures et appliquées geshikt, wo sie in der Ausgabe vom 30. Ju-
ni 1905 veröentliht wurde [Ri05℄. Sie ist in englisher Übersetzung z.B. in
[Hei67, S. 143f℄ und [Gar92, S. 141f℄ abgedrukt. Hilberts Darstellung in Zi-
tat 16 könnte man fast als eine Übersetzung davon ansehen, wobei aber der
vorausgehende vermeintlihe Widerspruh der Überabzählbarkeit mit der Auf-
zählung des Zahlenkontinuums bei Rihard fehlt. Hilbert hat diesen Abshnitt
am 10. Juli 1905 in seiner Vorlesung in Göttingen vorgetragen, wie aus einer
Marginalie auf Seite 191 in der Vorlesungsausarbeitung hervorgeht. Damit ist
es zwar niht unmöglih, daÿ er Rihards Arbeit gekannt hat, es ersheint aber
doh unwahrsheinlih. In der Vorlesung von 1905 gibt Hilbert keinen Hinweis
auf Rihard, 1917 und 1920 benutzt er aber den Namen Rihard shon in den
entsprehenden Kapitelübershriften (ohne weitere Literaturangaben
61
); erst im
2. Band der Grundlagen der Mathematik ndet sih die genaue Referenz [HB39,
S. 273, Fuÿnote 1℄. Auh wenn es möglih ersheint, daÿ Hilbert die Paradoxie
unabhängig von Rihard gefunden haben könnte, spriht dagegen, daÿ er nur im
Hinblik auf die rein mathematishe Paradoxie von seiner Entdekung spriht
(und das mit gewissem Nahdruk, siehe Zitat 6 und 7). Es ist selbstverständ-
lih möglih, daÿ ihm die Paradoxie auh von dritter Seite zugetragen wurde.
Zum Beispiel wurde im Rahmen des Internationalen Mathematikerkongresses
in Heidelberg 1904 die Mengenlehre mit all ihren Problemen kontrovers disku-
tiert. Auf diesem Kongreÿ hat neben Hilbert auh Julius König (18491913)
60
Hilbert shreibt dazu: Im Shluÿwort zum zweiten Bande seines groÿen Werkes über die Zahlen,
nah dessen Druklegung er das Zermeloshe Paradoxon erfuhr, gibt er vollkommen zu, daÿ dies sein
ganzes Lehrgebäude vollkommen ershüttert, und wesentlihe Lüken enthüllt. Diese Zugeständnis
ehrt ihn ebenso sehr, wie es die Wuht dieses Beispieles zeigt. [Hil05a, S. 213℄.
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In den Ausarbeitungen nden sih generell kaum Literaturangaben; praktish keine im laufen-
den Text, und nur wenige allgemeine zu Beginn der Vorlesung.
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einen mengentheoretishen Vortrag gehalten, in dem er eine vermeintlihe Wi-
derlegung des Wohlordnungssatzes vorstellte.
62
Dieser Vortrag hat verständli-
herweise zu heftigen Diskussionen geführt, und es ist wahrsheinlih, daÿ dabei
auh Widersprühe zur Sprahe kamen. So nden wir bei Shoenies die folgen-
de Erinnerung: An die Heidelberger Tagung shloÿ sih eine Art Nahkongreÿ
in Wengen. H i l b e r t, H e n s e l, H a u s d o r f f und ih selbst fanden sih dort
zufällig zusammen. C a n t o r [. . . ℄ kam alsbald [. . . ℄ zu uns herüber. Im Mit-
telpunkte unserer Gesprähe stand immer wieder der Königshe Satz. [Sh22,
S. 100f℄ Zudem hat König am 20. Juni 1905 vor der Ungarishen Akademie
der Wissenshaften ein neues Argument zur Unmöglihkeit der Wohlordnung
des Kontinuums vorgetragen (abgedrukt in [Kön05a℄), das nah van Heijen-
hoort [Hei67, S. 142℄ took the form of a paradox, whih bears a resemblane
of Rihard's. Tatsählih hat die Argumentation sehr groÿe Ähnlihkeit mit
Hilberts Argumentation zu Beginn von Zitat 16, wobei König allerdings die
rihtige Konsequenz zieht, daÿ es Elemente des Kontinuums geben [muÿ℄, die
niht endlih deniert sein können [Kön05a, S. 157℄.
Auh wenn die Paradoxie unabhängig entdekt worden sein sollte, so war es
doh Rihards Veröentlihung, die zur Verbreitung dieser Paradoxie geführt
hat. Sie wurde shon 1906 von Poinaré [Poi06℄ und Peano [Pea06℄ diskutiert
(siehe [Gar92, S. 142℄. Daÿ Hilbert später die Paradoxie nah Rihard benennt,
mag auh durh den oben bereits angesprohenen Vortrag [Poi10℄ von Poin-
aré begründet sein, den dieser 1909 in Göttingen (auf Deutsh) auf Einladung
Hilberts hielt und der die Rihardshe Paradoxie zum Inhalt hatte.
Die Paradoxie von Berry. Die Varianten der Rihardshen Paradoxie, die nah
der kleinsten mit höhstens x Wörtern denierbare Zahl fragt, ist unter dem
Namen Berrys Paradoxie bekannt geworden. Sie wurde 1906 von Russell veröf-
fentliht [Rus06, S. 645℄, der sie von einem Bibliothekar in Oxford mit Namen
Berry zugeshikt bekam.
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Poinaré diskutiert sie z.B. in [Poi13, S. 101℄
64
als
ein von Russell gegebenes Beispiel.
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Es ist ein historisher Zufall, daÿ dieser falshe Beweis, der von König auh sofort nah Bekannt-
werden des Fehlers zurükgezogen wurde (siehe [Kön05a℄) zusammen mit Zermelos Wohlordnungs-
beweis von Hadamard in den Revue générale des sienes pures et appliquées quasi als Widerspruh
dargestellt wurde, und damit den Anlaÿ zu Rihards Brief gab, siehe [Gar92, S. 138℄.
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Siehe [Gar92, S. 134℄.
64
siehe auh [Mes85, S. 46℄.
46 R. KAHLE
Hilbert erwähnt den Namen Berry kein einziges Mal. Er behandelt diese
Paradoxie immer zusammen mit der Rihardshen Paradoxie, oder sogar direkt
unter dem Namen Rihard.
Die Russell-Zermeloshe Paradoxie. Die Russellshe Antinomie ist siherlih
die bekannteste der mengentheoretishen Paradoxien und wird auh zu Reht
mit seinem Namen verbunden. Allerdings muÿ die unabhängige Entdekung der
Paradoxie durh Zermelo heute als gesihert angesehen werden, siehe [RT81℄.
Hilbert erwähnt in seinen Vorlesungen durhgängig Zermelo, wobei er 1905 (und
auh in der Postkarte an Frege) extra hervorhebt, daÿ dieser sie ausgehend von
der Hilbertshen entdekt habe (siehe Zitat 22). 1917 fügt er Russells Namen
bei der Benennung der Paradoxie hinzu; 1920 ist in der Übershrift nur Russell
genannt, im Text aber wieder beide Namen. Daÿ es Hilbert besonders daran
gelegen gewesen wäre, Zermelos Namen im Zusammenhangmit der Paradoxie in
den Vordergrund zu rüken, muÿ aber bezweifelt werden, da er ihn im Buh mit
Akermann niht erwähnt! Hier hätte er ohne Probleme öentlih auf Zermelo
hinweisen können. Interessanterweise hat zum Beispiel Abraham Fraenkel in
seinem bekannten Mengenlehrebuh zwishen der ersten Auage von 1919 und
der dritten von 1928 [Fra28, S. 210℄ den Namen Zermelos neben den Russells
gesetzt.
Die Hilbertshe Paradoxie. Shlieÿlih sei noh darauf hingewiesen, daÿ Hil-
bert seine eigene Paradoxie zwar niht mit seinem eigenen Namen belegt
65
,
aber doh ausdrüklih von meinem Widerspruh spriht (siehe Zitat 22). Im
allgemeinen zieht er aber die Bezeihnung rein mathematishes Paradoxon
vor.
In den handshriftlihen Notizen zur Vorlesung von 1914/15 sheint dies be-
ste rein mathematishe Paradoxon auh dem Namen Cantor zugeordnet zu
sein (siehe Zitat 25); eine Zuordnung, die auf Grund der Nähe von Hilberts
Paradoxon zu Cantors Paradoxon durhaus möglih ersheint. Allerdings ist
auh zu bedenken, daÿ zu dieser Zeit Cantors Name wohl niht allgemein mit
einem spezishen Paradoxon verbunden gewesen sein dürfte.
Die (zeitlihe und inhaltlihe) Beziehung zwishen Hilberts und Cantors Pa-
radoxie ist auf Grund der erhaltenen Dokumente niht klar zu rekonstruieren.
Es ndet sih lediglih ein expliziter Hinweis Hilberts in der Ausarbeitung von
65
Bei anderer Gelegenheit hat Hilbert keine Probleme, seinen eigenen Namen in den Ausarbei-
tungen explizit anzuführen, z.B. 1920 in der Kapitelübershrift: Die Hilbertshen Gedanken zum
Beweis der Widerspruhsfreiheit der Zahlentheorie [Hil20, Inhaltsübersiht℄.
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1905, daÿ er Cantor seine Paradoxie mitgeteilt habe: Ih habe diesen Wi-
derspruh niht publiiert; er ist aber den Mengentheoretikern, insbesondere
G. Cantor, bekannt. [Hil05a, S. 204℄
Hilberts Hotel. Da die Hilbertshe Paradoxie keinen Eingang in die Literatur
fand, hat es sih ergeben, daÿ diese Bezeihnung in manhen populären Darstel-
lungen des Unendlihen für einen anderen Sahverhalt verwendet wird. Unter
der Bezeihnung Hilberts Hotel oder eben auh Hilberts Paradoxon wird die
Gleihmähtigkeit untershiedliher unendliher Mengen durh ein Hotels mit
unendlih vielen Zimmern illustriert, bei dem man durh Umverteilen der Zim-
mer auh in einem ausgebuhten Hotel noh Platz shaen kann.
Der diesem Paradoxon zugrunde liegende Sahverhalt ndet sih z.B. shon
bei Galilei, der durh eine ein-eindeutige Abbildung der natürlihen Zahlen
auf die Menge der Quadratzahlen feststellte, daÿ Begrie gröÿer und klei-
ner auf unendlihe Mengen niht anwendbar seien.
66
Derartige Paradoxien
waren shon in der Antike bekannt, und Bernhard Bolzano hat diese vor-
mengentheoretishen Paradoxien in seinem Buh Die Paradoxien des Unend-
lihen diskutiert, ein Buh, das auh Cantor beeinuÿt hat.
Die genannte Illustration durh ein Hotel ndet sih tatsählih bei Hilbert,
zuerst in einer handshriftlihen Notiz in den Aufzeihnungen zur Vorlesung
Zahlbegri und Quadratur des Kreises 1897/98:
Zitat 50. [Hil98, S. 14℄
Hotel mit 100 Zimern; kann der Wirt durh Umverteilen[?℄ der
Zimmer niht für einen einzigen Gast Platz shaen.
bittet jeden Gast das Zimmer mit doppelter Numer zu bezie-
hen. wird uns niht [unleserlihes Wort℄: alle abzählbare Mengen
sind evident aequivalent.
Ausgeführt ist sie später in der Mengenlehre-Vorlesung [Hil17, S. 66℄.
67
Wir
wollen hier aber dafür plädieren, den Begri der Hilbertshen Paradoxie für den
mathematish wesentlih tiefer gehenden, mengentheoretishenWiderspruh zu
reservieren, insbesondere da auh nur dieser von Hilbert selbst als Paradoxie
behandelt wurde.
66
Siehe z.B. [Mes85, S. 23℄.
67
Worauf auh Moore hinweist, [Moo02, S. 52℄.
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Anhang B.Hilberts Paradoxie im Original
[Marginalie: 18. Vorles. 10. VII.℄ [ . . . ℄ |204 Ih komme nun noh zu 2 Beispielen
für Widersprühe, die viel überzeugender sind, der erste, der rein mathemati-
sher Natur ist, sheint mir besonders bedeutsam; als ih ihn fand, glaubte ih
zuerst, daÿ er der Mengentheorie unüberwindlihe Shwierigkeiten in den Weg
legte, an denen sie sheitern müÿte; ih glaube jedoh jetzt siher, daÿ wie stets
bisher in der Wissenshaft, nah der Revision der Grundlagen alles Wesentlihe
erhalten bleiben wird. Ih habe diesen Widerspruh niht publiiert; er ist aber
den Mengentheoretikern, insbesondere G. Cantor, bekannt. Wir sehen die end-
lihen Mengen, durh endlih viele Zahlen repräsentiert, jedenfalls als erlaubte
Operationsbasis an, und ebenso die abzählbar unendlihe Menge 1, 2, 3 . . . aller
natürlihen Zahlen. Ferner ersheint es erlaubt, 2 solhe Mengen (1, 2, 3 . . .) und
(a1, a2, a3 . . .) zu einer neuen Begriseinheit (1, 2, 3 . . . , a1, a2, a3 . . .), einer neu-
en Menge, zusammenzufassen, die jedes Element der beiden Mengen enthält.
Ebenso können wir auh mehrere Mengen und sogar unendlih viele zu einer
Vereinigungsmenge zusammenfassen. Wir bezeihnen das als Additionsprinip,
und shreiben |205 die so aus M1,M2 . . . hervorgehende Menge kurz
M1 +M2 + · · ·
Diese Zusammenfassungen sind Proesse, die man in der Logik stets ohne jedes
Bedenken in noh weit kompliierteren Fällen anwendet; es sheint also, daÿ
man auh hier ohne weiteres davon Gebrauh mahen könnte. Auÿer diesem
Additionsprinip verwenden wir noh eine weitere Betrahtung zur Bildung
neuer Mengen. Es sei y = f(x) eine zahlentheoretishe Funktion, die zu jedem
ganzzahligen Wert x ein ganzzahliges y zuordnet; in sofort zu verstehendem
Sinne können wir eine solhe Funktion auh als eine Belegung der Zahlenreihe
mit sih selbst bezeihnen, indem wir etwa an ein Shema denken:
x = 1, 2, 3, 4 . . .
y = 2, 3, 6, 9 . . .
Das System aller solher zahlentheoretishen Funktionen f(x) oder aller mög-
lihen Belegungen der Zahlenreihe mit Elementen ihrer selbst bildet eine neue
Menge, die durh Selbstbelegung aus der Zahlenreihe M entstehende, wir
shreiben sie MM. Als aus den |206 Zusammenfassungsgesetzen der üblihen
Logik folgendes und nah ihr gänzlih unbedenklihes Prinip können wir nun
das ansehen, daÿ aus wohldenierten Mengen durh Selbstbelegung immer wie-
der wohldenierte Mengen entstehen. (Belegungsprinip). Durh dies Prinip
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entsteht aus dem Continuum aller reellen Zahlen beispielsweise die Menge aller
reellen Funktionen. Allein mit diesen beiden nah aller bisherigen Mathematik
und Logik unbedenklihen Prinipen wollen wir arbeiten.
Wir gehen von allen endlihen Mengen von Zahlen und der aus ihnen bereits
durh Addition entstehenden unendlihen Reihe 1, 2, 3 . . . der natürlihen Zah-
len aus, und fassen alle Mengen auf, die aus ihnen durh die beiden beliebig
oft anzuwendenden Proesse der Addition und Selbstbelegung entstehen; diese
Mengen bilden wieder eine wohldenierte Gesammtheit, nah dem Additions-
prinip vereinige ih sie alle zu einer Summenmenge U , die wohldeniert ist.
Bilde ih nun die Menge F = UU der Selbstbelegungen von U , so entsteht die-
se auh aus der ursprünglihen Zahlenreihe lediglih durh die beiden Proesse
der Addition und |207 Selbstbelegung; sie gehört also auh zu den Mengen, aus
deren Addition erst U entstand, und muÿ daher ein Teil von U sein:
(1) F ist in U enthalten.
Ih zeige nun, dass dies zu einem Widerspruh führt. Es seien u1, u2, u3 . . . die
Elemente von U ; jedes Element f von F = UU repräsentiert dann eine Belegung
von U mit sih selbst, d. h. eine Funktion gewissermaÿen, die jedem Elemente
ui von U ein anderes uf (i) zuordnet, wobei die uf (i) keineswegs untereinander
vershieden zu sein brauhen; wir stellen dies Element f am besten also durh
ein Shema dar:
f(u1) = uf (1), f(u2) = uf (2), f(u3) = uf (3) . . .
Unser Resultat (1), daÿ F in U enthalten ist, kann man nun näher so ausspre-
hen: Man kann jedem Elemente ui von U eines fi von F eindeutig zuordnen,
so daÿ alle fi dabei verwendet werden, eventuell sogar mehrfah, aber immer
jedem ui nur genau ein fi entspriht; das heiÿt ja oenbar nihts anderes, als
daÿ es niht mehr Elemente fi gibt, als ui. Eine solhe Zuordnung betrahten
wir nun: |208
u1|f1, u2|f2, u3|f3 . . . ,
und daraus werde ih eine neue Belegung g von U mit sih selbst bilden, die
von allen fi vershieden ist, also gar niht in F enthalten wäre, da ja bei
unserer Zuordnung alle Elemente von F zur Verwendung kommen sollten; da
aber F alle möglihen Belegungen enthält, so haben wir hier den Widerspruh.
Wir wenden wieder das Prinip des Cantorshen Diagonalverfahrens an. In der
Belegung f1 entsprehe dem Element u1 dasjenige uf (1)1
:
f1(u1) = uf (1)1
;
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ist ug(1) ein von uf (1)1
vershiedenes Element, so ordnen wir in der neu zu kon-
struierenden Belegung g dies dem u1 zu:
g(u1) = ug(1) 6= uf (1)1
.
Nah diesem Prinip verfahren wir weiter; die Bezeihnung der Elemente von
U und F durh Zahlenindies ist übrigens unwesentlih und soll niht etwa
andeuten, daÿ diese Mengen abzählbar sind, was keineswegs der Fall ist. Ist u2
irgend ein Element von U , so gehört ihm in der Abbildung von f auf u eine
Belegung f2 |209 zu; wir suhen das Element f2(u2) = uf (2)2
, das sie dem u2
zuordnet, wählen ug(2) 6= uf (2)2
und denieren eine Belegung g, die dies dem u2
zuordnet:
g(u2) = ug(2) 6= uf (2)2
Die Belegung g, die wir so erhalten, hat das Shema
g(u1) = ug(1) 6= uf (1)1
, g(u2) = ug(2) 6= uf (2)2
, g(u3) = ug(3) 6= uf (3)3
. . .
Sie untersheidet sih von jeder Belegung fk aus F in mindestens einer Zuord-
nung; ist nämlih uk das in der Abbildung von F auf U dem fk entsprehende
Element (oder eines derselben), so ist nah der Denition von g:
fk(uk) = uf (k)
k
g(uk) = ug(k) 6= uf (k)
k
.
Wir haben damit in der Tat den Widerspruh, daÿ die wohldenierte Belegung
g niht in der Menge aller Belegungen enthalten sein könnte. Wir könnten ihn
auh dahin formulieren, daÿ gemäÿ der letzten Betrahtung die Menge UU stets
gröÿer [von Hilberts Hand: von grösserer Mähtigkeit℄ als U ist, nah der ersten
aber in U enthalten. Dieser Widerspruh ist noh keineswegs geklärt; es ist wohl
zu sehen, daÿ er jedenfalls darauf beruhen muÿ, daÿ die Operationen des Zu-
sammenfassens irgend welher Mengen, Dinge zu |210 neuen Mengen, Allheiten
doh unerlaubt ist, obwohl es die traditionelle Logik doh stets gebrauht, und
wir es in vorsihtiger Weise stets nur auf ganze Zahlen und daraus entstehende
Mengen, also auf rein mathematishes anwandten.
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